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मूल्य--तीन' रुपये 


प्रकाशकीय 


भारत की राजभाषा के रूप में हिन्दी की प्रतिष्ठा के पच्चात्‌ यद्यपि इस 
देग के प्रत्येक जन पर उसकी समृद्धि का दायित्व है, किन्तु इससे हिन्दी भाषा- 
भाषी क्षेत्रों के विशेष उत्तरदायित्व मे किसी प्रकार की कमी नहीं आती। हमे 
सविधान मे निर्धारित अवधि के भीतर हिन्दी को न केवछ सभी राज-कार्या में 
व्यवहृत करना है, उसे उच्चतम जिक्षा के माध्यम के लिए भी परिपुण्ट बनाना 
टै। इसके लिए अपेक्षा हैं कि हिन्दी मे वाहुमय के सभी अवयबो पर प्रमाणित 
प्रथ हो और यदि कोई व्यक्ति केवल हिन्दी के माध्यम से ज्ञानाजन करना चाहे 
तो उसका मार्ग अवरुद्ध न रह जाय। 

इसी भावनः से प्रेरित होकर उत्तर प्रदेश शासन ने अपने शिक्षा विभाग 
के थन्‍्तर्गत साहित्य को पोत्साहन देने और हिन्दी के ग्रथो के प्रणयन की एक योजना 
परिचालित की है। शिक्षा-विभाग की अवधानता मे एक हिन्दी परामर्श समिति 
को स्थापना की गयी है। यह समिति विगत वर्षो में हिन्दी के ग्रथो को पुरस्कृत 
करके साहित्यकारों का उत्साह बढाती रही है और अब उसने पुस्तक-प्रणयल का 
कार्य आरम्भ किया है। 

समिति ने वाहमय के सभी अगो के सम्बन्ध मे पुस्तकों का लेखन और प्रकाशन 
कार्य अपने हाथ में लिया है। इसके लिए एक पंचवर्षीय योजना वनायी गयी हैं जिसके 
जअनसार ५ वर्षों मे ३०० पुस्तकों का प्रकाशन होगा। इस योजना के अन्तर्गत 
प्राय वे सव विपय छे लिये गये है जिस पर ससार के किसी भी उन्‍नतिशील साहित्य 
में गरन्य प्राप्त ह। इस वात का प्रयत्व किया जा रहा है कि इनमें से प्राथमिकता 
उमी विषय अथवा उन विपयो में दी जाय जिनकी हिन्दी में नितान्त कमी है। 

प्रटेश्ीय सरवार दारा प्रकाशन का कार्य आरम्भ करने का यह आशयग्र नहीं 
हूँ कि व्यदसाय के रूप में यह कार्य हाथ मे ल्या गया है। हम केवल ऐसे ही 


ग्रन्व प्रकाशित करना चाहते है जिनका प्रकाशन कतिपय कारणों से अन्य स्थानों 
से नही हो पाता। हमारा विश्वास है कि इस प्रयास को सभी क्षेत्रों से सहायता 
प्राप्त होगी और भारती के भडार को णरिपूर्ग करने मे उत्तर प्रदेश का शासन 
भी किचित्‌ योगदान देने मे समर्थ होगा। 


भगवती जरण सिह 
सचिव 
हिन्दी परामर्ण समिति 


इंद नम ऋषिश्य' पूर्वजेभ्य पूर्वेक्य पथिक्ृद्भ्य 
(ऋग्वेद, १० १४ २५) 


ऋषियो को, पूर्वजों को, पूर्ववर्ती पथप्रदर्शको को नमस्कार है 


लेखकों का प्राक्षथन 


| 


गणित के इतिहासकार अभी इस बात से अनभिन्न हैँ कि प्राचीन काल 
के हिन्दू गणितजो ने गणित के क्षेत्र मे कहाँ तक उन्नति कर छी थी तथा हम उनके 
कितने ऋणी हूँ | यद्यपि अब सामान्यत स्वीकार किया जाता है कि अक-सकेत- 
सम्बन्धी स्थान-मान सिद्धान्त का आविप्कार हिन्दुओं ने किया था और उन्होने 
हो पहले पहल इसका प्रयोग किया था, तथापि इस बात का पूर्णतया अनुभव 
नहीं किया जाता कि अपने गणित के लिए हम उनके कितने ऋणी है। इसका 
कारण हिन्दू गणित के इतिहास का अभाव है। प्रस्तुत पुस्तक की रचना का 
उद्देग्य प्राचीनतम जात काल से छेकर सत्रहवी शताव्दी पर्यन्त भारतीय गणित-शास्त्र 
की क्रमिक उन्नति का विस्तृत विवरण उपस्थित करके इस अभाव की पूर्ति 
करना है। 

विषय का विवेचन प्रकरणों के अनुसार किया गया है। प्रत्येक प्रकरण के 
जनन्‍्तर्गत सस्क्ृत मे लिखे हुए हिन्दू गणित के ग्रथों में उपलब्ध प्रासगिक उद्धरणो 
के अनुवादों का कालक्रमानुसार सग्रह किया गया हैं। आवश्यकता पडने पर 
व्याख्यात्सक और जालोचनात्मक टिप्पणियाँ देकर तथा सस्क्ृत ग्रथों में दिये गये 
उदाहरणो को प्रस्तुत करके उनका स्पष्टीकरण भी किया गया है। अपने उद्देश्य 
की सगति को ध्यान में रखते हुए जहाँ तक हो सका है पुनरुवित से बचने का 
प्रयत्त किया गया हैे। तथापि भारतवर्ष में गणितीय विचारधारा एवं पारि- 
भाषिक छव्दावल्ी की अविच्छिन्नता, विशेषकर उसके क्रमिक विकास, पर बल 
देने के हतु अनेक अवसरो पर एक ही नियम की पुनरावृत्ति भिन्न-भिन्न लेखकों के 
थब्दों मे की गयी हैं। इस प्रकार के तुलनात्मक अध्ययन से हमें कुछ ऐसे ब्लोको 
और पारिभाषिक थव्दों के पूर्ण भावों पर प्रकाश डालने मे सहायता मिली है 
जिनके अर्थ अब तक समझ में नही आ सके थे। सस्क्नत के उद्धरणों का अनुवाद 

क्‌ 


करने में हमने बथासभव शाव्दिक तथा मूछानुगामी होने का प्रयत्न किया है और 
इस वात का ध्यान रखा हैं कि ऐसा करने में मूल की आत्मा का हनन न हो। 

पुस्तक की उपर्युक्त अवियोजना को ग्रहण करने में हमारा ध्येय यह रहा है 
कि हम उन लोगो के समक्ष, जिनके लिए सस्क्ृत के खोत अगम्य हैं, प्रतिकूल और 
अनुकूल सभी प्रमाणों को उपस्थित करे ताकि वे हिन्दू गणित के अधिकारो के विपय 
में केवल हमारे कथनमात्र पर ही निर्मर न रहकर स्वय अपना निर्णय कर सके। 
अन्य देशों में की गयी गणित की उन्नति के साथ दुलना करने की सुविधा के लिए 
विभिन्न विपयो के विवेचन का वही क्रम रखा गया है जो प्रोफेसर डी० ई० 
स्मिथ कृत हिस्ट्री ऑव मैथेमेटिक्स में मिलता है। ऐसा करने में कभी-कभी 
हिन्दू गणित के ग्रथों मे उपलब्ध क्रम को बदलना भी पडा है। 

पुस्तक के लिए सामग्री एकत्र करने में हमे हिन्दुओ के विस्तृत साहित्य-- 
गाणितिक और अगाणितिक, सस्क्ृत तथा प्राकृत (पाली और अर्थधमागवरी)-- 
का परीक्षण करना पडा है। गणित से सम्बन्ध रखनेवाले हिन्द्र ग्रथो मे से बहुत ही 
कम अब तक मृद्रित हुए हैं और जो मुद्रित भी हुए है वे भी सामान्य रूप से ज्ञात नहीं 
हैं। हस्तलिखित पुस्तक तो, जो भारतवर्ष तथा यूरोप के पुस्तकालयो में उप- 
लब्ध है, और भी कम ज्ञात है। इस प्रकार के अधिकाधिक ग्रयों का सग्रह करने 
में हम लोगो ने कोई कसर उठा नहीं रखी हैं। सस्क्रत के गाणितिक ग्रथो का, 
जिनकी चर्चा पुस्तक के अन्त में दी हुई ग्रथानुक्रमणिका में की गयी है, विश्येपर्प से 
अध्ययन किया गया है। मद्रास, वगलौर, त्रिवेद्रम, त्रिग्पुनित्थरा, और बनारस 
में स्थित पुस्तकाठयों तथा इंडिया आफिस (लन्दन) और एशियाटिक सोसायटी 
आव्‌ वगाल (कठ्फत्ता) के पुस्तकालयों के अधिकारियों के हम कृतज्ञ है, जिन्होंने 
हस्तलिपियो की प्रतिकछिपियाँ भेजकर अथवा हस्तलिपियों को ही हमारे अध्यय- 
नार्थ कुछ समय के ल्टिए भेजकर हमारी सहायता की है। डॉक्टर आर० पी७ 
पराजपे के भी हम इ्ृतज्ञ है जिन्होंने भारतवर्ष के राजकीय पुस्तकालयों तथा इंडिया 
आफिस हलन्दन के पृस्तकाल्य से हस्तलिपियों अथवा उनकी प्रतिलिपियों को प्राप्त 
करने में हमें सहायता प्रदान की हे। 

पूंगामी लेखकों द्वारा किये गये प्रारम्भिक कार्य के बिना हमारा अध्ययन 
प्रस्तुत रूप में सभव न था। ऐसे लेखकों में दिवंगत पडित सुधाकर द्रिवेदी 
(बनारस) का नाम अशग्रगण्य है, जिनके द्वारा सपादित छीलावती, ब्राह्म-स्फट- 
सिद्धान्त, त्रिशतिका, महासिद्वान्त, सिद्धान्त-तत्त्व-विवेक, टत्यादि ग्रयो के सस्करणों 

ग्व 


अप 
ड््त 


से हमे अत्यविक सहायता मिली है। कोलब्रुक महोदय के ब्रह्मगुः्त और भास्कर 
द्वितीय कृत पाटीगणित एवं वीजगणित के अनुवाद, कर्न महोदय द्वारा सपादित 
आर्येभटीय, रगाचार्ये द्वारा सपादित और अन॒वादित महावीर कृत गणित-सार- 
सग्रह से भी हमे बहुत सहायता मिली है। तथापि जी० आर० के की हाल की क्र्ति 
अत्यन्त अविश्वसनीय सिद्ध हुई हैं। उनका आर्यभटीय के गणितपाद का जनु- 
वाद, और वक्षाली हस्तलिपि का सस्करण अजुद्धियों से ओत-प्रोत है तथा 
अआमक है। 

पुस्तक को तीन भागों में प्रकाशित करने का निश्चय किया गया है। प्रथम 
भाग अक-सकेत तथा अकगणित के इतिहास से सम्बन्ध रखता हैं। ह्वितीय भाग 
वीजगणित पर है, जिसमे पूर्वकालीन हिन्दुओ ने असाधारण उन्नति की थी। 
तृतीय भाग मे छ्लेत्रणणित, त्रिकोणमिति, कलन तथा कुछ अन्य विपयो, जैसे 
भद्र (मैजिक स्क्‍्वायर) श्रेढ़ी, ऋ्मचय और सचय, का इतिहास मसग्रहीत 
हैं। प्रत्येक भाग अपने-अपने विपय में पूर्ण है, अतण्व विपय-विज्ञेप में रुचि 
रखनेवाले व्यक्ति को सव भागों को पढने की आवश्यकता नहीं है । 


प्रथम भाग मे, जो प्रकाशित किया जा रहा हैं, दो अध्याय हैं। अध्याय १ 
में उन सव विधियों का वर्णन है जिन्हे हिन्दू लोग अको को सूचित करने के लिए 
प्रयोग मे लाते थे। अक-सकेत के दशमलव स्थान-मान पद्धति के क्रमिक विकास 
का अनु रेखण किया गया हैँ तथा भारतवर्ष मे इस सिद्धान्त के प्रयोग से सम्बन्ध 
रखनेवाले सब प्रमाण प्रथम वार एकत्र किये गये है। इन पमाणों से विदित 
होता हैं कि यह पद्धति (यदि और पहले नहीं तो) ईसवी सन्‌ की प्रारम्भिक 
धताब्दियो मे भारतवर्ष में अवब्य प्रचलित थी। हमे आजा है कि जिन तथ्यों का 
इस जध्याय में समावेश किया गया है उनसे इस पद्धति के उद्भव-स्थान-सम्बन्धी 
मतभेदो का सर्देव के लिए अन्त हो जायगा। स्थानाभाव के कारण अरब, उत्तरी 
अफ्रीका, और यूरोप में हिन्दू अको के प्रचार का विस्तृत वर्णन नही किया जा रहा 
हैं। तो भी सक्षेप में वर्णन कर दिया गया है। 


जध्याय २ का विपय अकगणित है। हम छोग जोडना, घटाना, गुणा, 

भाग, मूल निकालना, इत्यादि गणित के मौलिक परिकर्म करने में इतने अभ्यस्त 

हो गये है कि इस वात का विचार ही नहीं करते कि इन नियमों का आविष्कार 

कब हुआ था। परन्तु गणित के अध्यापकों तथा इतिहासकारों के लिए यह 
ग 


विपय वडे महत्त्व का हैं। और जिस देश में इन नियमों का उद्भव हुआ है वहाँ 
तो इनके विकास का वर्णन अवश्य ही स्वागत के योग्य हैं। उक्त परिकर्मो को 
पाटी पर करने की विभिन्न विशियों का, जिनका प्रयोग पॉँचवी जअताछ्दी से ही 
भारतवर्ष मे किया जा रहा हैँ, हमने विस्तारपूर्वक वर्णन किया है। यह भी 
प्रदर्शित किया है कि आवनिक काल में प्रचलित विधियाँ प्राचीन हिन्दू विधियों 
के सापारण स्पान्तर-मात्र हैं। त्रैराशिक, कल्पना का नियम, व्याज, विनिमय 
तथा सुवर्ण सम्बन्धी नियम हिन्दुओं की देत है। वस्तुत सम्पूर्ण प्रारम्भिक 
गणित हिन्दुओं से आरम्भ होता हैं। अतागव अच्याय २ के महत्त्व के सम्बन्ध 
में जो भी कहा जाय अतिशयोक्ति न होगी। 

जिन स्रोतों से सहायता लछी गयी है उनका उल्लेख टिप्पणियो में कर 
दिया गया है। विशेष सहायताश्रद पुस्तकों मे से बलर कृत टडिग्रन पैलियोग्रैफी 
और ओझा कृत भारतीय प्राचीन लिपिमाला के नाम उल्लेखनीय ह। 


लखनऊ बिभूतिभूषण दत्त 
सितम्बर, १९३४५ अवधेशनारायण सिह 


सूमिका 


प्रस्तुत पुस्तक टा० विमृतिभूषण दत्त और डा० अवधेश नारावण सिंह के 
सुविस्यात ग्रथ 'हिस्ट्री ऑव हिन्दू मैथेमेटिक्स' के भाग १ का हिन्दी अनुवाद है। 
हिन्दू गणित के इतिहास पर इस समय हिन्दी में कोई ग्रथ नहीं हैं, आशा हूँ कि 
इस पुस्तक के प्रकाशन से इस अभाव की पूर्ति होगी। 

अनुवाद करने में इस वात का ध्यान रखा गया हैं कि विपय णुद्ध और स्पष्ट 
हो और जहाँ तक सम्भव हो मूल के अनुस्प हो। अतएव उन स्थलों का अनुवाद 
करने में जो अँगरेजी सस्करण मे अनुवाद के रुप मे उद्धृत थे, मूलग्रथों का आश्रय लिया 
गया है। इस प्रकार सस्कृत के गाणितिक ग्रथो के उद्धरणों का अनुवाद उन 
प्रथों के सस्कृत-मूल पर आधारित है। लेटिन भाषा के कुछ उद्धरण जो अँगरेजी 
ससस्‍्करण में ज्यो के त्यों दे दिये गये थे, इस पुस्तक मे हिन्दी मे अनुवादित कर दिये 
गये है । 

डा० दत और सिह की पुस्तक का प्रकाशन आज से लगभग २० वर्ष पूर्व हुआ 
था। इन २० वर्षो में हिन्दू गणित के इतिहास के सम्बन्ध में हमारे ज्ञान में यद्यपि 
कोर्ट विश्येप प्रगति नही हुई है, तो भी कुछ नवीन वाते ज्ञात हुई है। इनमे से जो 
णवध्यक और प्रासगिक समझ पडी, प्रस्तुत पुस्तक में सम्मिलित कर ली गयी हू । 
यहाँ पर केवल वसुमित्र (१०० ई०) के उस उद्धरण की ओर ध्याव आकर्पित 
करना उचित होगा जो यानन्‍वरक्षित-कृत “तत्व-सग्रह! पर कमलजील की टीका में 
मिल्य हैं। इस उछठधरण में दाशनिक विपय को स्पष्ट करने के लिए दृप्टात के 
रूप में दशमलव स्थान-मान सिटान्त का प्रयोग किया गया है, जिससे यह निश्चित 
रूप से सिद्ध होता है कि प्रथम शताव्दी के अन्त तक दशमलव स्थान-मान का 
भारतवप्प में इतना जषिक प्रचार हो चुका था कि दा्श निक लोग अपने विपय के प्रति- 
णदन में निधडक होकर इसका प्रयोग करने र्गे थे। इस महत्त्वपूर्ण तथ्य के लिए 
ने श्षद्धेय स्वामी विद्यारप्य (भूतपूर्व डा० विभूनिभपण दत्त ) का ऋणी हूँ जिन्होंने 
मरा ध्यान इस ओर आकृप्ट किया था। 


ट्रर/ 


रा 


कही-कही पर मूल की वातो में कुछ हेर-फेर किये गये है। उठाहरणाथ 
बर्गमूल और घनमूल की प्राचीन हिन्दू प्रक्रियाओं के स्पटीकरण' में कुछ आवश्यक 
सुधार किये गये है। पुस्तक में प्रयकत ग्रथकारों के काल में भी कुछ सघोधन 
किये गये है, जैसे भास्कर प्रथम का समय ६२९ ई० कर दिया गया है जो भास्कर 
प्रथम के आयंभटीय-भाप्य' का रचनाकाल है। इस प्रकार की कुछ अन्य बाती 
में भी अन्तर मिलेगा। 

पुस्तक हिन्दी भाषी ससार के लिए लिखी गयी है, अतएवं अभारतीय विद्वानों 
के नाम तथा अहिन्दी पुस्तकों और पत्रिकाओं के नाम, जिनका पुस्तक में उल्लेग्व 
हुआ है, हिन्दी में दिये गये है। 

इस पुस्तक के सम्बन्ध में मुझे कई मित्रो से सहायता मिली है, उन्ह धन्यवाद 
प्रदान करते हुए मझे अत्यन्त हुए होता है। अपने गरम डा० गोरखप्रमाद जी का में 
विद्येपल्प से क्रतज हे जिनसे मञझे कई प्रकार की सहायता प्राप्त हुई है 


कृपाशकूर शक्ल 
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अध्याय १ 
९. प्राचीन भारतवर्ष की एक भलक 


भारतवर्ष के प्राचीन इतिहास का विद्यार्थी हिन्दुओं की उस विस्मयजनक 
उन्नति को देखकर विमुग्ध हो जाता है जो उन लोगो ने, कला और विज्ञान दोनों 
क्षेत्रों में, अत्यन्त प्राचीन काल में सुसम्पादित कर लो थी। मोटेनजो-दडो में 
(पुरातत्त्व सम्बन्धी खुदाई के फलस्वरूप) किये गये अनुसन्धानो से पता चलता 
हैँ कि ईप्ता के लगभग ३००० वर्ष पूर्व भिन्‍्वु देश के निवासी, हिन्दू लोग, ईंटो 
के मकान बनाते थे, नगरो का नियोजन करते थे, सोना, चाँदी, ताँवा और 
जस्ता आदि घातुओ का प्रयोग करते थे, तथा अत्यन्त सुव्यवस्थित जीवन 
व्यततैत करते थे। प्राचीनतम उपलब्ध ग्रन्थ, वेद (लगभग ३००० ई० पू०, 
अथवा सम्भवत इससे अधिक प्राचीन), यद्यपि विशेषकर देवताओ के गृणगान 
अथवा वन्दना-मात्र है, तो भी उच्च सम्यता के द्योतक है। वेदों के बाद का 
ब्रह्मग साहित्य (लगभग २००० १००० ई० पू०) अशत धार्मिक और अशत 
दाशंनिक हैँ। इन ग्रन्थों में आध्यात्मिक, सामाजिक, एवं धा।मिक दर्शन 
की भली भांति विकसित पद्धतिय। तया आधुनिक सभ्यता के निर्माण मे सहायता 
प्रदान करनेवाली अधिकाश कलाओ और विज्ञानो के बीज दृष्टिगोचर होते है। 
और इन्ही ग्रन्थों में ही हमें गणित (अकगणित, क्षत्रगणित और बीजगणित आदि) 
तथा गणित ज्योतिष का श्रीगणेश मिलता हैँ। इस ब्राह्मण काल के वाद लगभग 
२००० वर्ष से कुछ अधिक समय पर्यन्त भारतवर्ष अविच्छिन्न उन्नति एवं महत्त्वपूर्ण 
कार्यो का क्षेत्र वनगा रहा । यद्यपि इस काल में अतेक विदेशी आक्रमण और 
आम्यतरिक यूद्ध हुए तथा बहुत से राज्यो का उत्थान एवं पतन हुआ, परन्तु मान- 
सिक उन्नति में कोई विच्छिन्नता नही आने पायी। इसका श्रेय +शपकर हिन्दू समाज 
की व्यवस्था को है। विदेशी आक्रमणकारी बाधक नही सिद्ध हुए, वरन्‌ नया रक्त 


र्‌ हिन्दू गणित-झ्ञास्त्र का इतिहास 


जोडकर उन्होने हिन्दू समाज को अधिक गक्तिग्राली बनाया और उलन्नति में योग 
दिया। वे भारतवर्ष की भूमि से बस गये, विजित लोगो के बर्म एवं रोति- 
रिवाजो को उन्होने अपनाया, यहाँ तक कि हिन्दू समाज मे वे पूर्ण रीति से घुल- 
मिल गये। उस समय कुछ लोग, जो ब्राह्मण कहलाते थे, ऐसे थे जिन्होंने निर्धनता 
स्वीकार की और पीढी दर पीढी विज्ञान और कला, धर्म एव दर्शन की उन्नति 
की ओर अपने को सबहग्त किया। ब्राह्मणों की नि.स्वार्थदा एवं वृद्धिमत्ता के 
कारण राजाओ और जन-सावारण में उनका विद्येप आदर था। वे शास्त्रकार 
थे तथा राजाओ के सलाहकार थे। वास्तव में राज्य-प्रवन्ध की बरागडोर 5 ही 
नि स्वार्थी एवं विद्वान लोगो के हाथ में थी। 

लगभग १०००-६०० ई० पू० में आदिकवि वाल्मीकि ने रामायण महा- 
काव्य की रचना की, लगभग ७०० ई० पू० में वैयाकरण पाणिनि ने सस्क्ृत 
व्याक रण को सुसम्पन्न किया, और ६०० ई० पू० के लगभग सुश्रूत ने आयुर्वेद तथा 
जल्यथास्त्र पर ग्रन्थ लिखे ।' सौ वर्ष बाद महावीर और गौतम बुद्ध ने धर्म एव 
नीतियास्त्रो तथा निर्वाण मार्ग क। उपदेश किया। इन धर्मों के फैलते ही जैन 
ओर बौद्ध साहित्य का विकास हुआ। पहले के कुछ पुराण और धर्मशास्त्र प्रायः 
इसी समय लिखे गये थे। तथापि ऐसा प्रतीत होता हैं कि ४०० ई० पु० से छग कर 
४०० ईसबरी तक का समय महत्त्वपूर्ण कार्यों तथा उन्नति का युग था | इसी काल मे जैन 
तत्वज्ञानों उमास्वाति, वैयाकरण एवं दार्शनिक पतञ्जलि, राजनीतिनज कौटिल्य, रमन 
नागार्जुन, वैद्य चरक, एवं अमरकवि अश्वघोष, भास और कालिदास उत्पन्न 
हुए। इसी समय सौर, पंतामह, वासिप्ठ और पाराशर आदि ज्योतिष के महान्‌ 
सिद्धान्तों की रचना हुई, और द्भमल॒व स्थान-मान सकेत प-्ण्कृत किया गया) 


२ हिन्दू और गणित-शास्त्र 
गणित की प्रह्मसा 


कहा जाता हूँ कि प्राचीन भारतवर्ष में किसी विज्ञान ने न तो स्वाधीन 
अस्तित्व ही प्राप्त किया और न उसका स्वतन्त्र रूप से विकास ही हुआ। वैदिक- 


इस अनुच्छेद के अन्तर्गत वर्णन किये गये प्रागंतिहासिक ग्रथो तथा 
व्यक्तियों के काल के सबंध में अत्यधिक मतभेद हें। हमने वही काल दिये है जो 
सर्दोत्क्प्ट प्रतीत होते है। 


हिन्दू और गणित-शास्त्र इ्‌ 


कालौन भारत मे जिप किसी विज्ञान का जो कुछ भी मिलता है, उसकी उत्पत्ति 
और विकास किसी न किसी वेदाग के अन्तर्गत, और इसलिए वैदिक क्रियाओं 
के सहायता, माना जाता है । कभी-कभी यह भी कल्पना की जाती है कि वैदिक- 
कालीन हिन्दू लोग किसी विज्ञान की विशेष उन्नति को निरुत्साहित करते थे, 
यह समझकर कि वह, उनकी चित्तवृत्ति को अन्य मार्गो की ओर ले जाकर, 
उनकी ब्रह्म-जान की खोज में बाधक सिद्ध होगी। वस्तुत यह धारणा सर्वथा 
सत्य नही हैं। कदाचित्‌ यह सत्य हैँ कि प्रारम्भिक वैदिक काल में विज्ञानो का 
विकास इसलिए हुआ कि वे धर्म मे सहायक थे। परन्तु साधारणतया यह देखा गया, 
हूँ कि प्रत्येक काल और पत्येक देश मे लोगो का किसी ज्ञानविशेप में अनुराग 
सदैव कुछ विद्येष कारणो से ही हुआ है। प्राचीन हिन्दुओं का अधिव तर समय धर्म; 
कम में व्यतीत होता था। अतएव यह अस्वाभाविक नही हैं कि अन्य विपयों का ज्ञान 
उसी के सहायतार्थ वढा और उसी के अन्तर्गत रखा गया। यह दिखाने के' लिए 
पर्याप्त प्रमाण हैं कि समय पाकर सभी विज्ञान अपने मूल उद्देश्र का अतिक्रमण 
कर गये और उनका स्वतन्त्र रूप से विकास हुआ। इसमे सन्देह नही कि वैदिक 
काल के उत्तराध में एक नवीन घारा वह निकली। 

छादोग्य उपनिषद्‌! में एक कथानक है जिसका महत्त्व हमारी धारणा की 
पुष्टि के लिए बड़े मूल्य का है। कथानक इस प्रकार हैं -- किसी समय' 
चारद, सनत्कुमार ऋषि के पास गये और उनसे ब्रह्म विद्या पढाने की. प्रार्थना की ॥ 
सनल्कुमार ने नारद से पूछा कि वे कौन-कौन सी विद्याएँ पहले ही से पढे है, जिसमे 
वे विचार कर सके कि उन्हे अव क्या पढना शेष रहा है। इस पर नारद ने उन सब 
विद्याओं को गिनाया जो वे पढ चुके थे। इस सूची में नक्षत्र-विद्या (ज्योतिष) 
ऑर राशि-दिया (अकगणित) भी सम्मिलित है। इससे स्पष्ट हैं कि गणित का 
जान, अथवा को ३ अन्य लौकिक ज्ञान, आध्यात्मिक ज्ञान मे वाधक नही समझा जाता 
था। वस्तुत उस काल में लोकिक ज्ञान (अपरा-विद्या) को आध्यात्मिक ज्ञान 
(परा-विद्या) का सहायक अग समझते थे।'* 

जैनो ने भी गणित की उन्नति को महत्त्व प्रदान किया था। उनका धामिक 
साहित्य साधारणत चार भागो में विभक्‍त है, जो अनुयोग, कहलाते है! 


*छादोग्य उपनिपद्‌ू, ७ १, २, ४। 
* मृण्डकोपनिषद्‌, १ १,३-५। 


है हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


उनमें से एक गणिवाबुप्रोग है । सख्यान (अकप्रिद्या, अर्थात्‌ अकंगणित और ज्योतिष ) 
का जान जैन मुनिश्रों की मुस्य सावना बतलागों गय है।' बौद्ध साहित्य से भी 
अकगणित (गग़ना, सख्यान) को प्रमुष एप श्रेष्ठतम कला माना गया हैँ ।' इन 
सबसे भडी भांति अनुमान लगाया जा सकतः है कि प्राचीन मारत-पं में गणित 
की उन्नति को कितना महत्त्व और मूल्य प्राप्त था। 

गणित की प्रञसा में निम्नलिखित कथन यद्यपि बहुत बाद का है तो भी 
मनोरजक सिद्ध होगा, विशेषकर इसलिए कि वह अपने समय के श्रेष्ठतम गणितज्ञ 
महावीराचार्य की लेखती से अवतरित हुआ है 

“छौकिक, वैदिक, तथा सामग्रिक जो जो व्यापार है उन सबसे गणित 
(सस्यान) का उपयोग है। कामशास्त्र, अर्थभास्त्र, गास्ब्रतशास्त्र (गायन), 
नाट्यशास्त्र, प'कणास्त्र, आपूर्वेद, वास्तुविद्या आदि वस्तुओं में, छद, अलकार, 
काव्य, तक, व्याकरण इत्यादि म, तथा कलाओ के समस्त गुणों में गणित अत्यन्त 
उपप्रोगी हैं। सूर्य आदि ग्रहों की गति (को ज्ञात करते) में, ग्रहण मे, ग्रहों की 
यूति में, प्रब्न (दिक, देश और काल' को ज्ञात करने ) में, चन््रमा के परिलेस 
म, सर्वत्र गणित अगीक्ृत हैं। द्वीपो, समद्रों और पर्वतों की सख्या, व्यास और 
'परिधि, लोक, अन्तर्ूकि, ज्योति्ोक, स्वर्ग और नरक के रहतेवाले सबके श्रेणी- 
चढद्व भवतो, सभा भवनों एव गुम्बदाकार मन्दिरो के प्रमाण तया अन्य विविध प्रमाण 
गणित की सहायता से ही जाते जाते है। वहाँ पर प्राणियों के सस्थान, उनकी 
आयु और आठ गण इत्यादि, यात्रा आदि तया सहिता आदि से सम्बन्ध रखते 
वाले विपय, सभी गणित पर निर्भर है। अधिक कहते से क्‍या प्रयोजन ? 
सचराचर तैलोक्य में जो कुछ भी वस्तु हैं उसका अस्तित्व गणित के बिना 
सभव नहीं हो सकता। 

“कृतार्थ, पूज्य और जगत के स्वामी तीर्यकरों की थिष्य प्रणिष्यात्मक प्रसिद्ध 
गृष्तपरपरा से आये हुए सख्पानझयीं सतुद्र में से --- समुद्र से रत्न को भांति, पायाण 
से काचन को भाति तथा जुक्ति से मक्वाफठ को भाति--- ऊुछ सार निकारूकर, 


' भगवती-सूत्र, सूत्र ६०, उत्तरात्ययनन्सूत्र, २५ ७, ८, रे८। 
१ विनयपिटक, ओल्डनवर्ग द्वारा संपादित, जिल्द ४, पृष्ठ ७, मज्थिम- 
निकाय जिल्‍द १, पु ८५, चुतलनिदेश, पू १६६९। 


हिन्दू गणित और उसका विकास ४ 


मैं गणितसारसग्रह (नामक) ग्रन्थ अपनी मति-शक्ति के अनुसार कहता हूँ, जो 
लघु होते हुए भो अनल्पार्थक है ।”' 
छिदुओ को शिक्षा में गणित का स्थान 

हिन्दुओ की शिक्षा का प्रारम्भिक काल ५ वर्ष की अवस्था से लेकर १२ 
वर्ष को अवस्था तक था। राजा-मह राजाओ के लडको के लिए इसमे कुछ 
अन्तर था। अध्ययन के मुख्य विषय लिपि अथवा लेखा (वर्णमाला, लेखन और 
पठन), रूप (ड्ू इग एव क्षेत्रणित), और र णना (अकगणित) थे। कौटिल्य 
के अर्यशास्त्र में लिखा है कि चूडाकर्म के बाद विद्यार्थी को लिपि 
(वर्गमाला) और सख्यान (अकगणित) सोखना चाहिए।' हाथीगुफा के अन्तरलेंख' 
से पता चलता हैं कि कलिंग नरेश खारवेल ने अपने जीवन के नौ वर्ष (१६ वर्षे 
की अवस्था से लेकर २५ वर्ष तक को अवस्था तक) लेखा, रूप और गणना 
के अध्ययन में व्यतीत किये थे। राज्कुमार गौतम ने ८ वर्ष को अवस्था में 
अध्ययन प्रारम्भ किया था -- “पहले लेखप सीखा था और उसके पश्चात अकगणित, 
जो (उस समय के) ७२ विज्ञानो और कलाओ में सबसे अधिक महत्त्व के थे” 
जैन आगम-प्रन्थो में भी लेखा, रूप और गणना का उल्लेख मिलता हैं | 


३ हिन्दू गणित और उसका विकास 


गणित शब्द का शाव्दिक अर्थ हैं वह शास्त्र जिसमें गणना की प्रवानता 
हैं यह शब्द बहुत प्राचीन है और वैदिक साहित्य मे बहुतायत से मिलता 
हैं। वेद ग ज्योतिष नामक ग्रथ वेदाग-शास्त्रो में इसे सबसे ऊँचा स्थान प्रदान 
करता हँ--जिस प्रकार मयूरो की शिखाएँ एवं नागो की मणियाँ (सबसे 
ऊंचे स्थान पर होती हू) है, ठीक उसी प्रकार वेदाग-शास्त्रो मे गणित का 


' गणित-सार-सग्रह, अध्याय १, इलोक ६-१६। 
है. अर्थशास्त्र >> शास्त्र का 
शास्त्र, आर० शाम शास्त्री हारा सपादित, १ ५५२, ऑंगरेजी अनुवाद, 
पृ० १०॥ 
४ [ द् 
हाथीगम्फा ऐंण्ड थ्ली अदर इस्क्रिषस, भगवानल(ल इद्रजी द्वारा सपादित, 
प्‌ २२ 
“अन्तगड-दसाओ ऐण्ड अनुत्तरवत्राइय-दसाओ, एल० डी० वार्नेट-क्ृत भेंगरेजी 
अनुवाद, १६०७, पृ०३०, देखिए भद्रवाहुहूत कत्पसूत्र, सूत्र २११। 
फ उदाहरणार्थ आओ 
उदाहरणार्थ, देखिए समवायाडग-सूत्र, सूत्र ७२। 


ब्् हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


स्थान सतसे ऊँवा है।” प्राचीन वीद्ध साहित्य में तीन प्रकार के गणित 
का उल्लेख मिलता हैं (१) मुद्रा, (२) गणना और (३) सस्यान। इन 
तीतो का एक प्रावोततम उल्लेख दीव निकायों मे मिलता है। विनश्वपिटक,' 
व्यावदान और जनिलिन्दयञ्रहों में भा इनका वर्णन मिलता हैं। गणित के 
अर्थ में सख्यात का प्रयोग अनेक प्राचोत ग्रथो में मिलता है। इतने प्राचीन 
काल में गणित में ज्योतिष भी सम्मिलित था, परन्तु लेत्रणणित कल्पसूत्र 
नामक अन्य विज्ञान के' अन्तर्गत था। 
लोगो का विचार हैँ कि ईसवी सन्‌ के आरम्भ के कुछ समय पहले हिन्दू 
गणित की जागृति का काल था। इस जागृति का प्रभाव हिन्दू गणित के 
विस्तार पर विशेष रूप से पडा। ज्योतिष स्वतन्त्र विषय हो गया और क्षेत्रगणित 
इसका अग हो गया। प्रारम्भिक जागृति-काल मे हिन्दू गणित के अन्तर्गत ये विषय 
थे--परिकर्म, व्यवहार, रज्जु (“रस्सी”, अर्थात्‌ क्षेत्रणणित), राशि (“त्रैरा- 
शिक” ), कलासवर्णन (“भिन्न सम्बन्धी परिकर्म”), यावत्तावत्‌ (“जितना 
उतना”, अर्थात्‌ अज्ञात राशि का प्रयोग), वर्ग, घन, वर्गावर्ग (“चतुर्धात”) 
तथा विकल्प (“क्रमचय और सचय”)॥ 


* “यथा शिक्षा मयूराणा नागाना मणयो यथा। 
तद्देदागश्ास्थणा गणित अर्धंनि स्थितम्‌ ॥7 (वेदाग-ज्योतिष, इलोक ४) 
 १,प्‌ ५१। 
“४, पृ, ७। 
* दिव्यावदान, ई०थी० कॉवेल तथा आर० ए० नील द्वारा सपादित, कंम्द्निज, 
शै्८८६ पू ३, २६, और ८८। 
“ मिस ्न्दिपछ्हों, राइस टेविद्स-कृत अंगरेजी अनुवाद, ऑक्सफोर्ड, १८६०, 
प्‌ €१। 
5 उदाहरणार/ देखिए भद्रवाहु-हुत कत्पसूत्र, एच० याकोबी हारा संपादित, 
लाइपजिंग, १८६७, भगवती-यूत्र, बम्बई, १९१८, पृ ११२, अर्थशारट”, १५२। 
४ विदृतिभूरण दत्त, “दि स्क्रोप ऐण्ड डेवेलपर्मेट ऑव हिन्दू गणित", 
इटियन हिस्टारिकट क्यार्टरदी, जिल्‍द ५, १६२६, पु ४७६-५१२। 
४ “परिकम्म वबहारो रज्ज राछो कलासवन्ने य। 
जावन्यावति ग्ग्गों घनों ततह वागवग्गों विकष्पो ते ॥ 
(स्थानागसूत्र, सूत्र ७४७) 
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इस प्रकार गणित शब्द सामान्य गणित के अर्य मे प्रयुकत होते लगा, मुद्रा और 
गणना इसकी परिधि के वाहर हो गये। गणित मे आनेवाली' क्रिप्राओ को करने 
के लिए लेखन-सामग्री का प्रयोग अनिवाये था। ये क्रियाएँ या तो पाटी पर 
खडिया से की जाती थी, अथवा पाटी पर घूल बिछाकर किसी नुकीली कलूम 
से। इस प्रकार गणित के अर्य मे पाटीगणित अथवा धूछीकर्म शब्दों का 
प्रयोग किया जाने लगा। आगे चलकर गणित का वह भाग जो अज्ञात राशि 
से सम्बन्ध रखता था वीजगणित कहलाने लग।। यह पृथक्करण सबसे पहले 
न्रह्मगृप्त ने किया था, परन्तु उन्होंने बीजगणित शब्द का प्रयोग नही किया। 
ब्राह्म स्फूट सिद्धान्त का वह अध्याय जो बीजगणित से सम्बन्ध रखता हैं, 
“कुट्टकाध्याय” कहलाता है। श्रीधराचार्य ने पाटीगणित और बीजगणित को 
पृथक माना हँ और उन पर भिन्न भिन्न ग्रन्थों की रचना की। पाटीगणित 
ओर बीजगणित का यह अन्तर परवर्ती लेखकों ने यथावत्‌ बनाये रक्‍्खा। 

प्राचीन भारत के गणित को स्थिति और विस्तार का साराश देकर अब 
हम प्रस्तुत विपय, अर्थात्‌ गणित को विभिन्न शाखाओं के विकास और 
उन्नति' की ओर अग्रसर होते है । सबसे पहले हम हिन्दू गणित की गणना-पद्धति 
का विवेचन करेगे 

४ अक-सम्बन्धी परिभाषाएँ 

अक-सकेत का आधार 

यह निश्चित रूपसे कहा जा सकता है कि भारतवर्ष मे अत्यन्त 
प्राचीन काल से गणना का आधार दस रहा हैं।!' वास्तव मे, दस के 
जतिरिक्त किसी अन्य आधार के विस्तृत प्रयोग का कोई भी चिक्त सस्क्ृत 
साहित्य भर में कही नही मिल्ता। यह भारतवर्ष की एक विशेषता हैं कि 
जत्यन्त प्रारम्भिक काल में ही वडें वड़े अको को सूचित करनेवाली सख्याएँ 
दृष्टिगोचर होती हँ। जवकि यूनानवालों के पास १० (“मिरियड”) 
और रोमन लोगो के पास १० (“मिले”) से बडी सख्याओ को व्यक्त करनेवाली 
कोई भी नज्ना नहीं थी, प्राचीन हिन्दुओं के पास लगभग अठारह अको तक की 


हे इसके बहत से उदाहरण ऋग्वेद में मिलते हे, जिनका मेकडॉनल और 
कीथ ने रुग्रह किया है, देखिये वेदिक इंडेक्स, जिल्द १, पृ ३४३॥ 


८ हिन्दू गणित-द्षास्त्र का इतिहास 


सख्याओ को सूचित करतेवाली सन्नाएं विद्यमान थी। आवनिक युग में भी ससार 
के किसी देश को अक-सजाएँ उतनी वैज्ञानिक एवं पूर्ण नही हैँ जितनी कि हिन्दुओं 
की हूं । 
यजुर्वेद सा ता (वाजसनेयी )' मे निम्नलिखित अक-सज्ाओ की सूची दी हुई 
एक (१), दश (१०), शत (१००), सहन (१,०००), अयुत (१०,०००), 
निय्रुत ( १,००,००० ) ५ प्रयुत्त ( १०,००,००० ) है अर्वृद ( १,००,००,००० ) ५ न्यर्वुद 
( १०,००,००,००० ) है समुद्र ( १,००,००,००,००० ) ल्‍ मध्य ( १०,००,००,००,००० ) ५ 
अन्त ( १,००,००,००,००,००० ) मु और परार्च ([ १०,००,००,००,००,००० ) | 
यही सूची तत्तिरीय सहिता में भी दो स्थानों पर मिलती है। मैत्रायगी और 
काठक सहिताओ में भी यही सूची कुछ अतर के साथ मिलती है। पचरविश 
ब्राह्मण में न्यर्वृद तक यजुर्वेद की ही सूची है, न्यर्यृट के बाद निखर्त, वाडब, 
अभितति, इत्यादि सजाएँ मिलती है। सास्यायन श्रौतसूत्र में न्यर्वृद के बाद निखर्व, 
समुद्र, सलिल, अन्त्य, अनन्त (१,००,००,००,००,००,०००) आदि नज्नाएँ दी है । 
इन सभी सज्ाओ में आगे वाली सज्ञा अपने पीछे वाली सज्ञा से दस गुती अधिक है, 
इसलिए इन सज्ञाओं को 'दगगुणोत्तर सन्ञाएं” कहते है 

आगे चल कर हम देखते है कि पाँचवी शताब्दी ईसवी पूर्व में शतगुणोत्तर 
सज्ञाओं की वृद्धि के लिए कई प्रयत्न किये गये, जो सफल सिद्ध हुए। नीचे हम 
प्रथम घताव्दी ई० पू० में लिसे गये सुप्रसिद्ध बौद्ध ग्रथ ललितविस्तार से गणितञञ 
अर्जुन और राजकुमार गौतम (बोविसत्व) के सवाद को उद्धृत करते है, जिससे 
इस थतोत्तर गणना पर प्रकाश पडेंगा 

गणिनन्ञ अर्जुन ने ब्ोधिसत्व से पूछा--नवयुवक ! क्‍या तुम कोटि के आगे 
की शनतोत्तर गणना जानते हो ”? 


ग्जे# 


* यजुर्वेद सहिता, १७ २। 

४ ४० ११ ४, और ७ २ २० १। 

१२ ८ १४, इस सूची में अयुत, प्रयुत के बाद पुन अयुत है, और उसके 
बाद न्यर्वुद, समुद्र, मध्य, अन्त और परार्धष आते हें। 

* १७१०, यह सूची भो प्ूवंवत्‌ है, केवल इतना अन्तर है कि नियुत और 
प्रयुत का स्थान-भेद हो गया है। 

+१५११४। 

* देखिए भास्कर द्वितीय-कृत लीलावती, पृ० २। 


अक-सस्वन्धी परिभाषाएँ & 


वोधिसत्व--हाँ, जानता हूँ । 

अर्जुन--तो बताओ, कोटि के आगे की गणना किस प्रकार हैँ ? 

बोधियत्व--सौ कोटि, जयूत कहलाता है, सौ अयुत, नियुत, सौ नियुत, ककर , 
सौ ककर, विवर, सौ विवर, क्षोम्प्र, सौ क्षो 'य, विवाह, सौ विवाह, उत्सग, सौ 
उत्सग, बहुल, सौ बहुल, नागबल, सौ नागबल, तितिलभ , सौ तितिलभ, व्यवस्थान- 
प्रज्प्ति, सौ व्यवस्थान-प्रञष्ति, हेतुहिल, सौ हेतुहि 5, करहु, सो करहु, हेत्तविन्द्रिय , 
सौ हेत्विन्द्रिय, समाप्तकम, सौ समाप्तकमभ, गणनागति; सौ गणनागति, निरवद्य , 
सौ निरवद्य, मद्राबल, सौ मुद्रावल, सर्वंबल, सौ सर्वबल, विसज्ञागति, सी विप्तज्ञा- 
गति, सर्वजा, सौ सर्वज्ञा, विभुगगमा, सौ विभुवगमा, तल्लक्षणा 

दशगुणोत्तर और शतगुगोत्तर सज्ञाओ की एक मतोरजक सूची काच्चायनकंत 
पालछी-व्याकरण' में मिलती हे । वह इस प्रकार है -- 

दगगुणगोत्तर सज्ञाएँ 
१०% दसजूतसत (१००) 
१०% सततन्सहस्स (१,०००) 
१०० सहस्स"|दसा सहस्स ( १०,००० ) 
१० » दस सहस्स"-सत सहस्स' (१,००,०००) 
१० » सत सहस्स--दस सत सहस्स (१०,००,०००) 
१० » दस सत सहस्स--कोटि (१,००,००,०००) 


“इस प्रकार तल्‍लक्षणा ८-5 १०"॥। 

इस ओर आगे के कथन से विदित होता हैँ कि आकिमिडीज से अनेक 
शताब्दियों पहले हिन्दू लोग ऐसी अक-सज्ञाओ को श्रेणियाँ बनाने में सिद्धहस्त 
थे जो न केवल यही व्यक्त कर सकती थीं कि पृथ्वी-पिड के तुल्य बालू के ढेर 
में कितने बालू के कण होगे, वल्कि यह भी कि सपूर्ण ब्नह्माण्ड के बरावर बालू 
के ढेर में कितने कण होगे ।! 

देखिए, आकिसिडोज-कृत ऑपेरा के १९५४ के सस्करण में “*४े हरेने 
न्यूमरो।। रिसथ और कार्पिस्कोकृत 'हिन्दू-अरेविक न्यूमरल्स' (वोस्टन, 
१६११ प्‌ १६) में इसका उल्लेख किया गया हूँ। 

* देखो “ग्रामेर पालो डे क्ाच्चायन”, जरनेल एजियाटिक, छठी श्रेणी, जिल्द १७, 
१ ८७१, पृ ४१११ इसस सूत्र ५१ और ५२ की व्याब्या भी उद्धृत की गयो है । 

इसे लरख (लक्ष) भी कहा गया हू। 


१० हिन्दू गणित-शआास्त्र का इतिहास 


कोटिगृणोत्तर सन्ञाएँ। 
काटि »& कोटिज"-पकोटि' 
कोटि » पक्रोटि--कोटिप्पकोटि 
कोटि »८ कोटिप्पकोटि->-नह्ठत 
कोटि » नहुत-- निन्‍नहुत 
कोटि » निन्‍नहुत"नअक्षोभिनि 
इसी प्रकार विदु, अव्बुद, निरव्वुद अहृह, अवब, अतत, सोगधिक, उप्पल, कुमुद, 
पुडरीक, पदुम, कथान, महाकथान, और असख्येय बनते हैँ ।* 
अनुयोगद्वार-सूत्र* नामक जैन आगम में, जो ईसवी सन्‌ के आरम्भ होते 
के कुछ पहले लिखा गया था, ससार के जीवो की सस्या इस प्रकार बतलायी 
गयी हैं, “(लोक के जीवो की सख्या) कोटि-कोटि आदि सज्ञाओं को 
सहायता से (अको में) व्यक्त करने पर २९ स्थान छेती है, अथवा 
यह सस्या उस अक सजन्ञा से अधिक हँ जो २४ स्थान लेती हैं और उस अक- 
सज्ञा से कम हँ जो ३२ स्थान लेती है, अथवा यह बह सस्या हूँ जो २ के छठे 
वर्ग (अर्थात्‌ २) को २ के पाँचवे वर्ग (अर्थात्र') से गुणा करने पर प्राप्त होती है, 
अथवा यह वह सस्याहँ जो २ से ९६ बार विभाजित की जा सकती हे।” जैनग्रयो 
में मिलने वाली दूसरी बडी सख्या णीर्यप्रहेलिका' नामक काल को सूचित करती है। 
भाष्यकार हेमचन्द्र (जन्म १०८९ ई०) के मत से यह सख्या इतनी बडी है कि १९४ 
स्थान लेती है । इसका मान (८४,००,०००) ४ भी बतलाया गया हैं| 
अक्-स्थान 
जागे चव्कर जब स्थान-मान की भावना का विकास हुआ, अक-्सज्ञाओं 
का प्रयोग अकस्थानों को सूचित करने के छिए किया गसा। उद्दाहरणार्थ, आयेभट 
प्रथम (४०९ ई०) ने अक-सन्नाओ को अक-स्थानों के अर्थ में प्रयोग किया है। वे 
टल्खिते है, एक (इकाई ), दश् (दहाई), शत (सैकडा), संहखत्र (हजार), अयुत 


! इसे कोटि-कोटि भी कहा गयाहँ। इसका मान (१०, ०००, ०००) 
जर्वबात्‌ू (१०) ह। दखिए जनयागद्वार-सत्र, सुत १४२। 

* इस प्रकार असस्पेय का मान (१०) अर्थात्‌ (१,००, ००,०००)” 
होता हँ। 

* सत्र श४२। 

* थायभटीय, गशितपाद, इलो २ । 


अक-सम्बन्धी परिभाषाएं ११ 


(दस हजार), नियुत (लाख), प्रयृत (दस लाख), कोटि (करोड ), अर्वृद (दस 
करोड), और वृुन्द (अरव) स्थानो मे से प्रत्येक अपने पीछे वाले से दस गुना है ।” 
अक-सन्ञा के अर्थ मे 'स्थान' शब्द का प्रयोग पहले पहल उपर्युक्त जैन ग्रथ मे मिलता है । 

अधिकाश गणित ग्रथो में अक-सज्ञाओ को स्थानों के नाम' कहते हूँ , और प्राय 
अठारह स्थानो के नाम दिये रहते है। श्रीवर (ल० ७५० ई०) द्वारा दिये हुए नाम 
इस प्रकार है ' 'एक, दश, शत, सहस्र, अयुत, लक्ष, प्रयुत, कोटि, अर्बुद, अब्ज, खर्व॑, 
निखवव, महासरोज, णकु, सरितापति, अन्त्य, मध्य और परारधे।' महावीर (८५० 
ई०) ने २४ स्थानो के नाम दिये हूँ जो इस प्रकार हैं _ एक, दश, गत, सहस्न, दश सहस्र, 
लक्ष, दश लक्ष, कोटि, दश कोटि, गत कोटि, अर्बृद, न्यर्बृद, खर्व, महाखवं, पद्म, 
महापद्य, क्षोगी, महाक्षोगी, गखल, महाशख, क्षित्ति, महाक्षिति, क्षोभ और महाक्षोभ ।' 

भास्कर द्वतीय (११५० ई० ) की सूची श्रीधर की सूची से मिलती है, अन्तर 
केवल इतना हैँ कि महासरोज' और 'सरितापति' के स्थानो में क्रमानुसार उनके 
पर्याय-वाचक 'महापद्म! और 'जलधि' का प्रयोग है । भास्कर ने लिखा है कि स्थानों 
का नामकरण पूर्वाचार्यो ने क्रियात्मक व्यवहार के' लिए किया था।' 

नारायण (१३५६ ई०) ने भी इसी प्रकार की एक सूची दी है, जिसमे 'अव्ज' 
के रथान में सरोज, महासरोज' के स्थान मे 'महाब्ज' और 'सरितापति' के स्थान 
में पारावार' का प्रयोग किया गया हैं। 
बोलचाल की भाषा में अक 

एक से लेकर नौ तक अको को सस्क्ृत में एक, द्वि, त्रि, चतुर, पञ्च, षट्‌, 
सप्त, अष्ट और नव कहने हैँ। ये अक ऊपर दी हुई स्थान सज्ञाओं की सहायता 
से किसी भी सस्या को व्यक्त करने के लिए पर्याप्त है । जब दो सख्याओं को जोड 


 त्रिशतिका, सूत्र २-३। इन्हे दश्गुणोत्तर सज्ञा/ कहा गया है। 

* गणशित-सार-सग्रह १, ६३-६८। 

छीलावती, प्‌ २। 

* यल्‍लय (१४८० ई०) ने आयेभटोय की टीका में २६ अफ-सज्ञाओ फी 
एफ सूची दो है, जिसकी पहली २४ सज्ञाएँ महावीर की सज्ञाओ से मिलती हे। 
फेवल इतना अन्तर है कि महावीर के शख' और “महाशख' के स्थान में यहलय 
ने क्षोणी!' और 'महाक्षोणी! लिखा हैँ, शेद्र पाँच अकुसज्ञाएँ क्रम से राधे 
सागर, अनन्त, चिन्त्य'ों और 'भूरि हे। 


१२ हिन्दू गणित-नझ्ञास्त्र का इतिहास 


कर सख्या बनाने की पद्धति का प्रयोग किया जाता हैं, तव दोनों सस्याओ में से कोई 
भी पहले कही जा सकती है। अर्थात्‌ एक-दणग और दरश-एक दोनों का एक ही 
अर्थ होगा। परन्तु स्मरणातीत काल से ही अव्यवस्थित कथन की अपेक्षा एक 
निश्चित क्रम को अनुसरण करने की प्रथा चली आ रही है 

सस्कृत भाषा में जिस क्रम का अनुसरण किया जाता हैँ वह इस प्रकार है जब 
कोई सस्या केवल दो अको की होती है, तव इकाई वाला अक पहले कहा जाता हैं 
और दहाई वाला उसके बाद, और जब कोई सख्या अधिक अको की होती है, तव 
बडे मानवाले अक पहले कहे जाते है और छोटे मानवाले अक क्रम से उनके वाद, 
परन्तु इकाई और दहाई वाले दो अको को व्यक्त करने में पहली विधि का ही प्रयोग 
किया जाता हैं। इस प्रकार, यदि किसी सख्या मे चार अक है, तो उसे पढने का 
सामान्‍य नियम यह होगा कि पहले हजार वाला अक पढ़ा जाय और उसके बाद क्रम 
से सेकडा, इकाई और दहाईवाले। यह देखने की बात हूँ कि सैकडे के आगे की सख्या 
सूचित करने के नियम मे आकस्मिक परिवर्तन देख पडता है। तथापि यह परिवर्तन 
ससार को प्राय सभी भाषाओं में समान रूप से मिलता है।! इस आकस्मिक 
परिवर्तत का कोई निश्चित कारण नही प्रतीत होता। 

१९, २९, ३९, ४९ इत्यादि सख्याएं ऐसे उदाहरण है जिन्हें बोल-चाल की भाषा 
में व्यक्त करने में घटाने की पद्धति का प्रयोग होता है । वैदिक काल मे हम देखते है 
कि १९ के लिए एकान्नविशति' (एक-कम-बीस ) का और ३९ के लिए 'एकान्नचत्वा- 
रिशत्‌' (एक-फम-चालीस) का प्रयोग होता था। आगे चल कर (सूत्र काल मे ) 
एकान्न शब्द एकोन में बदछ दिया गया था, और कभी-कभी उपसर्ग 'एक' का भी 
त्याग कर दिया गया था। इस कार में ऊनविशति, ऊनत्रिशत्‌ आदि शब्दों 
का प्रयोग मिलता हैं जो आज तक प्रचछित है। नवदश, नवविशति' आदि 
वैकल्पिक व्यजको का भी कभी कभी प्रयोग होता था।' 


' केवल कुछ ही भाषाओं में अवरोही क्रम मिलता हैँ। अंगरेजी भाषा में बीस 
तक क्ती सत्याओ के उच्चारण में पहले इकाई और तब दहाई का प्रयोग होता हैँ । 

*"ततिरीय सहिता, ७ २ ११॥ 

९ नवदश--१६ (वाजसतेयी सहिता, १४ २३, तैत्तिरीय सहिता, १४- 
२३ ३०)॥ 

नवविशति--२६ ( वाजसनेयी संहिता, १४ ३१)॥। 

नवनवति--६€ ( ऋग्वेद, १ झंडे १३)॥ 


अक-सकेत का विकास १३ 


प्राय सभी स कृत साहित्य पद्म मे है, अतएव पद्य रचना की सुविधा के लिए सख्याओ 
को व्यक्त करने से कई प्रकार की युक्तियों का सहारा लिया जाता था, जिन मे से सबसे 
अधिक प्रचलित जोडने का सिद्धान्त! था। नीचे हम, गणित के ग्रथो से, कुछ उदाहरण 
दे रहे है, जो सामान्य रूप से मिलते हैँ -- 


सख्या व्यजक सिद्धान्त 
१३९ ४० % १०० - (१चत्वारिशच्चेकोनदताधिक,' योग-वियोग 
२९७ ३००-३ त्रिद्डीनशतत्रय, वियोग 

श्ट २४७९ द्विनवक, गणन 

२७ ३४९ त्रिनवक,' गृणन 

(२ २०६ द्विबदु,' गुणन 
२८,४८३ ८३--४००--४०००१९७ ज्यशीतिमिश्राणि चतुश्शतानि 

चतुस्सट्ख्रध्तनगान्विता नि,' योग-गणन 


सख्या १२३४५६५४३२१ का व्यजक 'एकादिषडन्तानि क्रण हीनानि", 
अर्थात्‌ वह सख्या जिसमे अक पहले १ से ६ तक क्र/श बढते है और तब उसी क्रम 
से घटते है विशेष मनोरजक हूँ। 

जो अक “अक्षराक' और शब्दाक' के नामो से प्रसिद्ध है, उनका प्रयोग बडी 
सरुप्राओ को व्यजित करने में होता था। इन अको का विस्तृत विवरण आगे दिया 
जायगा । 

५ अक-सकेत का विकास 

प्रादीन भारत में लेखन-फ्िया 

सामान्य रूप से लोगो का विचार हैँ कि अक सकेतो का आविप्कार लेखन- 
क्रिया के आरम्भ होने के कुछ समय बाद हुआ, और यह भी कि प्रारम्भिक 


' न्नीणि शतानि ज्िसहल्वाणि त्रिश च नव चज-३३३६ (ऋग्वेद, ३. ६. 
€, १० ५४५२ ६)। 

* गणितसार-सग्रह, १४१ 

 लोलाबती, पू ४, उदाहरण १। 

* आउंभटोय, २ ३। 

५ झिशतिका, उदाहरण ४३॥ 

*गणित-सार-सग्रह १ २८। 

* गणित-सारनसग्रह, १ २७। 


श्ड हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


अवस्था में अक पूरे-पूरे शब्दों मे लिखे जाते थरे। बढ़ी सख्याओं के विपय में 
यह धारणा सत्य प्रतीत होती हैं, परन्तु छोटी सख्याओ को व्यक्त करनेवाले 
सकेत उतने ही प्राचीन हैं जितनी कि स्वय लेखन-क्रिया। 

लेखन-क्रिया भारतवर्प मे कब प्रारम्भ हुई, इस सवत्र में इतिहासकारों में अभी 
हाल तक मतभेद रहा है। कुछ कहते थे कि वैदिक काल में ही लोग लिखना जानते 
थे, परन्तु अधिकाग छोग जो वेवर, टेलर और वूलर आदि के अनुयायी थे इस 
मत के थे कि लेखन-क्रिया भारतवर्य में आठब्ी शताब्दी ईसवी पूर्व के आस पास 
पश्चिम से लायी गयी। इन लोगों के सिद्धान्त के अनुसार प्राचीन भारतीय किपि, 
जैसी अज्ोक के अन्तलेखो में मिलती है, और भी अधिक प्रात्रीन उस लिपि से 
निकली हैँ जो मिस्र और मेसोपोटामिया में मिली है। सेमिटिक उत्तपत्ति का 
अनुमान सबसे पहले सन्‌ १८०६ ई० में सर विलियम जोन्स ने किया था, और 
आगे चलकर क,प (१०९२१६०), लेस्पियस (१८३४४०) आदि बहुतो ने इसका 
समर्थत किया था। फिर भी इस सिद्धान्त के माननेवाले पूर्णतया एकमत नहीं है, 
क्योकि एक ओर डब्ल्यू० डेके' और आइ० टेलर भारतीय लिपि को दक्षिण सेमि- 
टिक लिपि से व्युत्पन्न मानते है, दूसरी ओर वेवर और बूलर इसे फिनिशियन अथवा 
किसी उत्तरी सेमिटिक लिपि से निकली हुई मानते है।' बूलर ने दक्षिर्ण। सेमिटिक 
लिपि से की गयी व्युत्पत्ति का खण्डन किया है, इस आधार पर कि उसमे अत्यधिक 
अनूमानों की कल्पना करनी पडती है, और उसके साथ-साथ उसे विश्वसनीय 
बनाने के लिए अक्षरों में अत्यषिक परिवर्तन करने पडते हँं। फिर भी उन्होने वेवर 
द्वारा उत्तरी सेमिटिक लिपि से की गई व्युत्पत्ति का समर्थन किया है, और उस सिद्धान्त 
का विस्तृत विवरण दिया है ओझा" ने बूलर के सिद्धान्त की परीक्षा विस्तार मे 
की हैं, और उसे मनगढ़त एवं सचाई के प्रतिकूल बताते हुए उसको अस्वीकार 
किया हँ। उन्होने बताया है कि फिनिशियन (उत्तरी सेमिटिक) लिपि के 
२२ अक्षरों में से केवल एक ही अक्षर ऐसा है जो उच्चारण में ब्राह्मी लिपि के एक 
अक्षर से सादृश्य रखता है। उन्होंने दोनों प्रकार के अक्ष रो की एक सारिणी देकर, 


' विभिन्न लेखको द्वारा प्रतिपादित सिद्धान्तों के साधारण अन्तर जानने के 
प्ललए, देखिए बूलर-कृत पैलियोग्रेफी, प्‌ & , ये अन्तर टिप्पणियों में दिये गये है | 

* बलर, पू्वोक्‍ित ग्रथ, पु € और उसके आगे। 

) गौरोशकर होराचन्द ओझा, भारतीय प्राचीन लिपिमाछा, पु १८-३१॥। 


अक-सकेत का विकास १५ 


जिसमे समान उच्चारण वाले शब्द पक्तिबद्ध किये गये है, अपने तर्क की अत्यतः 
सतोयजनक पुष्टि की है। उन्होने यह भी दिखाया हैं कि वूलर की रीति का 
अनुसरण करके कोई भी लिपि किसी भी अन्य लिपि से निकली हुई सिद्ध की जा 
सकती है।' 

अन्य विद्वानो ने, जो यह मानते थे कि लेखन-क्रिया वैदिककाल जैसे प्राचीन 
काल से ही भारतवर्ष मे ज्ञात थी, अपने मत की पुष्टि साहित्यिक प्रमाणों के आधार 
पर की हैं। वसिष्ठ-धमंसूत्र मे, जो मूलत ऋग्वेद की एक शाखा के अन्तर्गत 
था, कुछ ऐसे प्रमाण मिलते है जिनसे स्पष्टतया सिद्ध होता हँ कि वैदिक काल में 
लेखन-क्रिया का प्रयोग होता था। वसिष्ठ (१६ १०, १४-१५) ने लिखित 
प्रछेखो का उल्लेख वैध प्रमाण के रूप मे किया है, और इनमें से पहला सूत्र किसी 
और भी प्राचीन ग्रथ अथवा परम्परागत ज्ञान का उद्धरण हेँ। निम्नलिखित उद्धरण 
जिसमें अक ८ को लिखते का उल्लेख हे स्वय ऋग्वेद (१० ६२ ७) का ही हैं, 
'सहस्न में ददतो अष्टकण्यं ', अर्थात्‌ मुझे ऐसी सहख्र (गायें) प्रदान करो 
जिनके कानो में ८ लिखा हो।' इस अर्थ पर कुछ विद्वानों ने सदेह प्रकट किया 
हैँ, परन्तु पाणिनि का समर्थन प्राप्त होने के कारण यह्‌ ठीक प्रतीत होता है।' 
ऐसा जान पडता हं कि गोवो का अपने मालिक से सम्बन्ध सूचित करने के लिए 
उनके कानो में अक लिखने की प्रथा का प्राचीन भारत में पर्याप्त प्रचार था।'* 


* हाल सें बहुतेरे अन्य विद्वानों ने बूलर की उत्पत्ति के विरुद्ध अपना मत 
प्रकट किया हे । देखिए भडारकर, “ऑरिजिन आव इडियन ऐल्फाबेट” सर आशुतोष 
मुकर्जी जुबिली वाल्यूम्स, जिल्‍द ३, १६२२, प्‌ ४६३, एच सो. रे, “दि इडियन 
ऐल्फाबेट” इडियन ऐटिक्वेरो, जिल्‍्द ३, १६२४, प्‌ २३३, और सर जॉन माशंल, 
मोहेनजो-दडो ऐण्ड दि इडस सिविलाइजेंशन, १६३१, प्‌ ४२४, जहाँ पर यह कहा 
गया है: “मुझे पूर्ण विश्वास हूँ कि ब्राह्मी लिपि को सेमिटिक लिपि से निकली हुई 
सिद्ध फरने के सभी प्रयत्व नितान्त असफल थे।” 


_कर्णो वर्णलक्षणात' (६ २ ११२) और (६ ३ ११५) से इस अर्थ को 
समर्थन मिलता है। 

 अथर्ववेद (६ १४१) में कानो पर “मिथन' के चिह्न बनाने की रीति का 
उल्लेख हैं। (१२ ४-६) में इस प्रथा की निदा की गयी है। मैत्नायणी सहिता 


में इस विषय पर एक स्वतत्र अध्याय है, ऐसे चिह्नू बनाने की रीति का वर्णन ४. २. 
६ में हे। 
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ऋग्वेद मे एक अन्य स्थान पर (१० ३४) एक जुआरी का उल्लेख आया है 
जो अपने भाग्य पर रोता है और कहता है कि 'एक”' पर वाजी लरूगा कर हमते 
अपनी पतित्नता स्त्री को खो दिया ” अथरववेद (७ २५०, (५१), ५) 
में लिखे हुए घन” का उल्लेख है। पाणिनि (७०० ई० पू० के लगभग) की 
व्याकरण में 'यवनानि' (अर्थात्‌ सेमिटिक लेख'), 'लिपिकार' और 'लिविकार' 
(लेखक )' शब्द आये है, जिनसे पता चलता है कि उनके समय में लेखन-क्रिग्रा 
जात थी। इन उल्लेखो के अतिरिक्त, वैदिक कालीन ग्रन्थों में कुछ पारिभाषिक 
शब्द, जैसे अक्षर, काड (अध्याय), पटल, ग्रथ इत्यादि आये है जो उस समय 
लेखन-क्रिया का अस्तित्व सिद्ध करने के लिए प्रमाण के रूप में उद्धृत किये गये है। 
लिखित प्रलेखो के इन उल्लेखो का जब वैदिक कालीन उच्च सम्यता, विशेषकर 
व्यापार तथा आथिक लेन देन के जटिल लेखा की उन्नत दशा, ब्राह्मण ग्रयो 
में गद्यात्मक प्रयोग, वैदिक ग्रयो के मत्र समग्रह, उतकी क्रमबद्धता, एवं 
विश्लेषण, तथा वेदागो में मिलनेवाली ध्वनि और कोप सम्बन्धी अन्वेषण के 
साथ-साथ विचार किया जाता है तब हमे भारतवर्ष में लेवन-क्रिप्रा का अत्यत प्राचीत 
काल में अस्तित्व निर्वारित करने के लिए पर्याप्त साधन मिलता है । यचपि 
इन तर्कों में पर्याप्त बल हूँ तथापि सामान्य रूप से उनका आदर नही हुआ, जो 
कि 'असम्भव को युक्ति” का प्रयोग होते पर सदेव होगा। आर० शाममञ्ास्त्री 
(१९०६ ई०) ने भारतवर्प के प्राचोत हिएरोग्लिफिक्‌ चित्रों के आधार पर (जो 
कि उनके अनुसार तान्त्रिक लिपि में है) शब्दों को एक व्युत्पत्ति प्रकाशित की है, 
परन्तु उनके पाठित्यपूर्ण छेस पर यथोचित ब्यान नहीं दिया गया है। 

हाल के अन्वेयणों ने तो उन सभी सिद्वान्तों को पूर्णतया निरर्थक सिद्ध कर 
दिया हूँ जो भारतीय लिपि को विदेशी। लिपि पर आधारित मानते थे। महा- 
पापाण युग (६०० ई० पू०-३००० ई० पू०) और नवपापाण युग (१५०० 
ई० पू० के लगभग) के मिट्टी के बर्नन, जो मद्रास के अजायबधर में सुरक्षित हे, 


' यहाँ पर एक' का अथ पाँसे पर छपे हुए एक' से 
"अजब त्वा सलिथितमर्जबमत समरूघर । 

१३ २ २१। 

“देखिए बूलर, पूर्वोकत ग्रथ, प ३। 





अक-सकेत का विकास १७ 


लेखन से अकित है। भडारकर' के अनुसार इनमे पाँच चिह्न ऐसे हे जो अशोक- 
कालीन ब्राह्मी लिपि के चित्नो के सदृश हैँ। मोहेनजो-दडो और हडप्पा की खुदाई 
के फलस्वरूप ऐसे लेख और मुहरे प्रकाश मे आयी हैँ जो लगभग ३००० ई० पू० 
की है । अतएव अब ब्राह्मी लिपि को आठवी या नवी शताब्दी ई० पू० की किसी 
सेमिटिक लिपि से व्यूत्पन्न मानना असगत होगा। 
प्राचीनतम अक 

मोहेनजो-दडो में प्राप्त मुहरो और लेखो के अक-सूचक चिह्न अभी तक पूर्ण 
रूप से नही पढे जा सके है, परन्तु उनमे कही-कही एक खडी पाई, पास- 
पास रखी हुई कई खडी पाइयाँ, और एक के ऊपर एक करके रकक्‍खी हुई 
कई खडी पाइयाँ मिली है । मालूम होता है कि १ से लेकर १३ तक के अक इन्ही 
खड़ी पाइयो से सूचित किये गये हैँ, कदाचित उसी' प्रकार जैसे नीचे के चित्र में 
दिखाया गया है।' 


|.  ॥ ॥ ॥॥ . ॥॥ ॥॥| 
॥॥ ]॥ ॥ ॥॥. ॥।। ॥ 
॥॥॥ ॥ |; 


>क ७ «के 


। ॥ (| 

यह बिलकुल निश्चित रूप से नही कहा जा सकता कि २०, ३०, सेकडे और 
जधिक वडी सख्याओ को लिखने के लिए भी उस समय सकेत थे अथवा नही। 
यद्यपि अवेक ऐसे चिह्न मिलते है जिनके विषय में लोगो का विश्वास हूँ कि वे 
ऐसी ही (बंटी) सख्याओ को सूचित करते है, परन्तु इस समय ऐसा उपाय ज्ञात 
नही हैं जिससे कि उन चिह्नो के यथार्थ मात का पता चल सके । 


पू्वोवत ग्रथ। 
माशल, पूवित ग्रथ, पू ४५०-४२। जी० आर० हटर-कृत 
“में हेवजो-दडो---इडस एपिग्रेफी”, (जर्नंड रॉयल एशियाटिक सोसाइटी, अप्रैल, 
६३२, प ४७०, ४७८ और आगे) भी देखिए | हटर महोदय ने दुछ सकेतो 
के सरयात्मक मान के सबंध में निश्चयपूर्वक लिखा हें) 
पाा०0० २ 
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मोहेनजो-दडो में प्राप्त सामग्री तथा अशोक के अकगश्िति अन्त खो के बीच 
२७०० वर्षो या उससे अधिक समय का व्यववान हैँ। इस व्यवधान के काल में 
अब तक कोई ऐसा लिखित प्रछेख नहीं मिला जिसमे अक-चिह्नो का प्रयोग किया 
गया हो। तो भी साहित्यिक प्रमाणों से विदित होता है कि अत्यन्त प्राचीन काल 
में अक-पकेतों का प्रयोग होता था। ऋग्वेद में अक ८ का उल्लेस तथा यजुर्वेद 
सहित। में १०” तक को सख्याओं को सूचित करने वाली सज्ञाओं का प्रयोग, जिनका 
उल्लेख ऊपर किया जा चुका हैँ, यह सिद्ध करने के पर्याप्त साथन है कि उतने 
प्राचीन काल में भी हिन्दू छोगों के पास भली-भाँति विकसित अक-सकेत रहे होगे। 
इस निष्कर्प को इस वात से और भी वर मिलता हैँ कि ग्रीस और रोमवबाठो 
की अकमसज्ञाएँ, उन देगो में लेखन तथा सतोपजनक अक-सकेत के सैकड़ों वर्ष तव 
प्रयोग मे आ जाने के वाद भी, १० के आगे नहीं बढ़ सकी । 

अज्ञाक के अन्त्लंगखों से विदित होता हैँ कि उनके समय में अक सकेत' सामान्य- 
रूप से भारतवर्प में खूब प्रचलित थे ।! विभिन्न अन्तर्लखो के अक चिह्नी में पाया 
जानेवाछा अतर इस वात की ओर सकेत करता हूँ कि वे चिह्न वहुत पहले से 
प्रचलित थे । 

अग्योक के तथा अगले काल के अधिकाजञ अन्‍न्तर्ूख ब्राह्मी। लिपि मे है, गे 
खरोएठी लिपि में हैं। इन दो लिपियो के अक सूचक चिह्नो में विभिन्नता 
अताएव इन पर अलग-अलग विचार क्रिया जायगा। 


६ खरोष्ठी के अक 
प्रारम्भिक उपलब्धि 
खरोप्ठी व्टिपि दाहिनी ओर से बायी ओर को लिसी जाती थी। इस 
लपि के अविकाश अन्तर्लेख प्रानीन गान्यार (आधुनिक पूर्वी अफगानिस्तान 
और उत्तरी पजाब ) में मिले हैं । य्र लिपि मुनीमो और व्यवसायियों के मतलब 


! सेगस्थनीज ने उन मोल के पत्थरों की चर्चा की हे जो सडक पर लगें हुए 
थे ओर इडूरियो की तथा निवेश-स्थानों की सूचना देते थे। ये दूरियाँ अवश्य ही 
अक-सूचक चिह्ली से लिखो रही होगी (बूलर, पूवक्ति ग्रथ, प्‌ ६, इडिका आव 
मेगस्थनीज, पृ ११२५-२६) । कौटिल्य के अर्थवास्त्र सें वणित हिसाव रखने की 
जटिल रीति से भी इस निष्कर्ष की पुष्टि होती हूँ। 


खरोष्ठी के अक १६ 


की थी और सुप्रसिद्ध धी। भारतवर्ष में इसका प्रचार चौथी शताब्दी ई० पू० 
मे लेकर तीसरी शताब्दी ईसवी तक रहा है। अजगोक के समय के खरोष्ठी लिपि 
के अन्तलूखो मे केवल चार अक-सूचक चिह्न मिले है। ये प्राचीन काल के चार 
ऊर््वाधर चिह्न हँ जो एक, दो, तीन और चार अको को निम्न प्रकार से सूचित. 
करते हैँ 


९ २ ५५ 


/ः. ५/ /॥/ /॥॥ 


इन अको के अधिक विकसित स्वरूप शक, पाथियन और कुपान राजाओं 
के पहली शताब्दी ई० पू० तथा पहली और दूसरी शताब्दियो के अन्तलंखो मे, और 
कदाचित्‌ बाद के अन्य प्र्ेखों में भी मिलते हैं। इस काल के कुछ अक निम्न 
प्रकार के 


९ २ 3 ९ प्‌ ६ >> पट 

स्‍ | 4 | ॥/92. ॥॥> >)८ 

१०... ३० ४०. ४० ६० ७० ८० 
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4। ॥#॥ 5४). 097४. #२7267॥ 


आकार ओर उत्पत्ति 

यह छोक-टीक नहीं कहा जा सकता कि चार का अक, जो पहले चार 
ऊध्दाधर रेखाओं से व्यजित किया जाता था, बाद में क्रास (%) से क्यो 
सूचित किया जाने लगा। ५ से लेकर ८ तक के अको को सूचित करने में 
सकलन-सिद्धान्त' का प्रयोग किया गया है, जिसका आधार ४ हैं। ४से ८ 


' अर्थात जोडने का सिद्धान्त । 
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तक के अको के लिखने की यह रीति सैमाइट छोगो के प्रारम्भिक अभिलेखो में नहीं 
मिलनी। ९ का अक किस प्रकार लिखा जाता था, हमें कोई जानकारी नहीं। 


बहुत सम्भव है कि वह | 26 2९ / अर्थात्‌ ४--४--१ (लिपि के क्रम के अनुसार 


दाहिनी ओर से वायी ओर पढने पर), से सूचित किया जाता हो। १० के' लिए 
एक नया ही चिह्न है। निश्चित रूप से नहीं कहा जा सकता कि १० को 


(2 ९ से क्यो नही सूचित करते थे, अथवा उसे लिखने मे ऐ (४) के 
आधार का परित्याग' क्यों किया गया। 


यह सभी स्वीकार करते हँ कि खरोष्ठी विदेशी लिपि हैँ, जो पश्चिम से 
भारतवपे में छायी गयी यी । परन्तु उसे भारतवर्प मे लाये जाने का ठीक समय ज्ञात 
नही है । सभव हैं कि (५०० ई० पू० के' लगभग ) जिस समय डेरिएस ने पजाव पर 
विजय प्राप्त की थी उस समय अथवा और पहले लायी गयी हो।' ऊपर दिये 
हुए अक निम्चयत इसी लिपि के है, क्योकि उनका क्रम दाहिनी ओर से वायी ओर 
को हैँ । 

ऐसा मालम होता हँ कि अशोक के अन्तर्खों मे मिलनेवाले (खरोप्ठी लिपि 
के) प्राचीन चिह्नो में, विशेषकर उनमें जो ४ से लेकर ९ तक अको को सूचित 
करते हँ, आगे चल कर कुछ सुधार किये गये थे। यह भी प्रतीत होता हे कि ४ 
और १० के चिह्न भारतवर्प में ही बनाये गये, इस दुष्टि से कि अक लेखन मे सरलता 
हो और इसलिए भी कि वे अत्यन्त प्रचलित ब्राह्मी! अको के समकक्ष' हो जायेँ। 


मालूम होता है कि चिह्न ( , बाह्मी के >( को, जो अभोक के अन्तर्लेसा मे 


४ का सचक है, घुमाकर बनाया गया है। घूमे हुए कास (» ) का ४ के अर्थ में 
अयोग नेबेटियन अको में भी मिलता हैँ, जो ईसवी सन्‌ की प्रारभिक शताब्दियों में 


* खरोघ्ठो लिपि के विदेश्ञी होने के सिद्धान्त पर मोहेतजो-दडों और ह॒डप्पा की 
खोजो के प्रकाश में पुनविचार करना पहचुंगा, विशेषकर इस तथ्य के आधार 
पर कि मोहेनजो-दडो को वर्णमाला का क्षम दाहिनी ओर से बायीं ओर 
को था। 


खरोष्ठी के अक २१ 


प्रचलित थे ।!' २० के आधार का प्रयोग करने मे तथा सैकडो की बनावट में भी 
नेबेटियन अक खरोष्ठी के अको से मिलते है। सम्भव है कि सेमाइट लोगो ने 
४ को सूचित करनेवाले चिह्न को खरोष्ठी से नकल कर लिया हो, यद्यपि 
यह भी असभव नही है, जैसा वूलर का विचार है, कि उक्त चिह्न का आविष्कार 
दोनो राष्ट्रो ने स्वतत्र रूप से किया हो। 


खरोणष्ठी का दशसूचक चित्त 9 ब्राह्मी के' अ' अक्षर से पूर्णतया मिलता 


है। वीस को सूचित करनेवाला चित्र 5 दश के दो चिह्नो को एक मे मिला 


कर लिखने से बना हैं। यह पपायरस ब्लेकस' (पचवी शताब्दी ई० पू०) के 
एक फिनिशिवन चिह्न से मिलता है। ३०, ४०, आदि अको को १० और २० 
के महायता से व्यजित करने का सिद्धान्त ठीक वैसा ही हैँ जैसा कि प्राचीन 
फिनिशणिशथ्वन और आरोमीनियन लोगो में मिलता है । 

१०० के चिह्न का आकार ठीक वेसा ही हूँ जँसा ब्राह्मी के त' या 'त्र' अक्षर 
के दाहियी ओर एक खडी पाई लरूग। देने से बनेगा। 

२००, ३०० इत्यादि के चिह्न, १०० के चिह्न के दाहिनी ओर क्रमशः 
२, ८ इत्यादि वे चिह्न लिखने से बने हैँ। स्पष्ट हूँ कि ऐसा करने में गुणन- 
सिद्धान्त का प्रयोग किया गया हैं, जैसा कि प्राचीन फिनिशिअन छोगो में भी 
मिलता है।' 

अन्य सख्याओ की बनावट २७४ की वनावट को देखने से समझ में आ जायगी | 
यह अक २, १००, २०, २०, २०, १० और ४ के चिह्नो को, दाहिनी ओर से 
वायी ओर, निम्न थ्रदार से लिखने पर बनता है 


*/१)३४॥ 


' जे ऑयूटिग्‌, नवादेशे इश्नरिपटेन जाउस अराबिअन, वलिन, १८८४, बु० 
६६-६७। 


हे : बूलर, पैलिजोग्रैफी, पृ० ७७, ओझा, पूर्वोक्त ग्रथ, पुृ० १९८, आगे 
देखिए सारिणी २ (ब)। 


आगे देखिए, सारिणी २ (स)॥ 


२२ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


२, जो १०० के दाहिनी ओर लिखा हैँ, १०० को गुणा करता हैँ, वाकी अक 
जो १०० के वायी ओर लिखे ह उस गुणनफल में जुट जाते है, इस प्रकार २७४ 
की प्राप्ति होती हैं । 

खरोष्ठी लिपि के प्राचीत अक सारिणी १ मे दिये हैं। 


७ ब्राह्मी के अक 

प्रारम्भिक उपलब्धि और आकार 

ज्राह्यी लिपि मे लिखे हुए अन्तर्लेख समस्त भारतवर्प में फैले हुए मिलते 
हैं। इससे यह विदित होता हूँ कि ब्राह्मी लिपि प्राचीन हिन्दुओ की राष्ट्रीय 
लिपि थी। निस्सन्देह यह ब्राह्मणों का आविष्कार हैं। मालूम होता है कि 
व्याकरण एवं ध्वनिसबवी प्राचीन अनुसवानों के परिणाम-स्वरूप इस लिपि 
की सिद्धि १००० ई० पू० अथवा इसके कुछ पहले हुई। अतएव ब्राह्मी मक 
पूर्णतया भारतीय आविष्कार हूँ। कई प्रख्यात लेखकों ने इन अकों की विदेशी 
उत्पत्ति सिद्ध करने के सिद्धान्त उपस्थित करने के प्रयत्न किये है, परन्तु हमे पूण 
विश्वास हूँ कि उनके सभी प्रयत्न असफल रहे है।' इन सिद्धान्तों पर आगे यथा- 
स्थान विचार किया जायगा। प्राचीन प्रेखो के अभाव के कारण हम निश्चित रूप 
से नहीं कह सकते कि ब्राह्मी अको के मूल आकार क्या थे। इन अको के' विपग्र 
में हमारा ज्ञान पीछे की ओर महाराज अद्योक (लगभग ३०० ई० पू०) के समग्र 
तक जाता हैँ, जिनके विशाल साम्राज्य में सम्पूर्ण भारतवर्ष सम्मिलित था और 
जो उत्तर मे मध्य एथिया तक फैछठा था। अगजोक के अन्तर्लेखों में मिलतेबाले 
अक निम्न थाकार के हूँ 


० ६ ४० +२०० 


 . 0] 


दूसरा महत्त्वपूर्ण अन्तर्लेख, जिसमें अको का प्रयोग हुआ है, पूना से लगभग 
७५ मील की दूरी पर नानाधाट नामक पहाडी की चोटी पर स्थित एक गुफा मे 


' मोहेनजो-दटो ऐण्ट दि इदस सिविलाइजेशन, जध्याय २३, में लेगठन का 
मत देखिए। 


ब्राही के अक रझ्‌ 


रद 


मिला है। यह गुफा महाराज जातवाहन के वशज महाराज वेदिश्वी की आजा से 
यात्रियों के ठहरने के लिए बनायी गयी थी। इस अन्तर्लेख में यज्ञों के अवसरो पर 
दिये हुए दान की सूची मिलती है। इसे पहले-पहल पडित भगवानलाल इन्द्र जी 
ने पढा था और इसके अक-चिह्नो का अर्थ लगाया था।' ये अक प्राय ३० स्थानों 
पर आये है, और उनके आकार निम्न प्रकार के हूँ 


९ 2. ४ ६ हि रद १० 
के पा, जज. या 9 7... 0८,०८६ ,०८ 
२0० ८0० १०० २२०० 30० ७०० 500 
0 4४ त रत रत में हब ॥। 
१,००० ४,००० ६,०००. ९०,९०० ९०,००० 
१ फः फ्फ फू. ० 


पहली और दूसरी शताव्दी के कई अन्तरूेख जिनमे अको का प्रयोग हुआ 
है बम्बई प्रेसीडेन्सी के' नासिक जिले में स्थित एक गुफा में मिले हैँ । 


इनमें अको 
की अधिक पूर्ण सूची मिलती हैँ। उनके आकार' निम्नलिखित हूँ 
९ ५ 4 | प्‌ ६ ७ 
॥ ग्् तट +,७ ॥ ७ १ १77 
९० २० ४७ ० १०० 368 घ०० 
कक ९ * 2 है ८ 7/ 


१,००० २५,००० ३3,०0० 8४,00० ८,०00 30,000 
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आन ऐंशेण्ट नागरी न्यूमरेशन फ्राम ऐन इस्त्रिप्शन ऐट नानाघाट”, जर्नल आँव 
दि बाम्वे ब्राच आँव दि रॉयल एशियाटिक सोमायटी, १८७६, जिल्‍द १२, प्‌० ४०४। 


* ई० सेनाटे, “दि इस्क्रिप्शस इन दि केव्ज ऐट नासिक,” एपिग्रैफिया इडिका 


जिल्द ८५,पृ० ५६-६६, “दि इस्त्रिप्शस इन दि केव ऐट कालें”, एपिग्रैफिया इटडिका 
जिलल्‍्द ७छ, पृ० ४७छ-७४८। 


श्ड हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


जत्य एवं स्थान-मान सिद्धान्त के आविप्कार के बाद भी १ से लेकर ९ तक 
अको के उन्ही (प्राचीन) चिह्नो का, भून्‍्य के साथ, प्रयोग होता रहा। अतएव 
इन चिन्नों का क्रमिक विकास सहज ही मालूम किया जा सकता हैं। ।यह क्रमिक 
परिवर्तन, जो स्थान-मान-सिद्धान्त रहित प्राचीन प्रणाली से लेकर भून्य और स्थान- 
मान-सिद्वान्त-युक्‍त नवीन प्रणाली तक हुआ, केवल भारतवपं में ही देखने में आता 
हैँ। ससार के अन्य राष्ट्रों ने अपने देश के अक-सकेतों को, जिन्हे वे स्थान-मान 
सिद्धान्त की सहायता के बिना ही प्रयोग करत थे, त्याग दिया और उनके साथ म 
गून्य तथा नवीन अक चिह्नो को ग्रहण किया, जो कि उनके देश में पहले कभी प्रयुक्त 
नही हुए थे। केवल यहीं तथ्य गृन्‍्य एवं स्थान-मान सिद्धान्त की भारतीय उत्पत्ति 
का ज्वलत प्रमाण हैँ। 

ब्राह्मी लिपि की १, > और ३ सख्याएँ, एक के नीचजे एक करके रा हुई 
क्रमानसा र एक, दो, और तीन वेडी (रक्षा ज) रेखाओ' से सूचित की जाती थी। इन 
आकारो से ही ब्राह्मी सकेत का खरोप्ठी और सेमिटिक सकेतों से अन्तर स्पाट हो 
जाता हैं। 


यह कहना कि ब्राह्मी लिपि की रेखाएँ त्रेडी तया खरोष्ठी और सेमिटिक की सडी 
(ऊरव्वाधिर) क्‍यों है उतना ही कठिन हे जितना कि यह बताना कि ब्राह्मी लिपि 
में छिसने का क्रम वायी ओर से दाहिनी ओर क्यों है जबकि खरोएष्ट। और सेमिटिक 
लिपियों में छिवने का क्रम दाहिनी ओर से वायी ओर को है। हमारा विचार है कि 
ब्राह्मी और सरोप्ठी (सेमिटिक) अको का सदा से साथ-साथ अस्तित्व रहा है। 
दोनों लिपियो में ? से ३ तक के अक-सकेनों का अन्तर कदाचित उन लिपियों के 
मौलिक अन्तर के कारण है । दोनों लिपियो मे अक-चिह्नो की रचना का सिद्धालत 
स्प्प्टतया भिन्न हूं 
अन्य सक्ेतों से अन्तर 
लिपि में 2, ४ से ? और १०, २०, ३०, ४०, ५०, ६०, ७०, ८०, 
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६०, २१००, २००, ३००, , २०००, २००० इत्यादि प्रत्येक सस्‍्या के 


* स्मिथ जौर कार्पिस्की का यह कथन अशुद्ध हें कि नानाघाट वाले आकार 
ऊर्ध्वाधर है। देखिए, हिन्दू अरेतिक न्‍्यूमरत्स, पृ० २८। 


ब्राही के अक २५. 


लिए अलग-अलग सकेत है, जबकि प्राचीनतम खरोष्ठी और प्राचीनतम सेमिटिक 
लिपियो में तथा हिएरोग्लिफिक और फिनिशियन लिपियो मे केवल १, १०, 
२० और १०० को सूचित करनेवाले ही सकेत है । 


तो भी हिएरेटिक और डेमोटिक' अक ब्राह्मी से इस बात में मिलते हैं 
कि इन तीनों में १ से १०० तक की सख्याओ के लिए केवरू १९ 
सकेतो का प्रयोग किया गया है, परन्तु, जैसा सारिणी २ (स) से विदित होगा, 
२००, ३००, ४००, २०००, ३००० और ४००० को सूचित करनेवाले सकेतो 
की रचना-पद्धति में अन्तर हँ। जबकि बक्राह्मी में बडे अक वायी ओर को 
लिखे जाते हूँ, खरोष्ठी और सेमिटिक में वे, इसके विपरीत, दाहिनी ओर को 
लिखे जाते हैं। इस प्रकार २७४ को ब्राह्मी मे, २००, ७० और ४ के चिह्नो की 
सहायता से, (२००) (७०) (४) द्वारा सूचित करेंगे, जबकि खरोष्ठी और 
सेमिटिक में (४) (७०) (२००) के द्वारा।' 


उनकी उत्पत्ति से सम्बन्ध रखनेवाले सिद्धान्त 


व्राह्मी अको को उत्पत्ति समझाने के लिए बहुत से सिद्धान्त उपस्थित किये 
जाचुके हं। इन सिद्धान्तो में ढाह्मी अको ओर अन्य राष्ट्रो के अको के वीच 
सादृश्य की कल्पना की गये। है। अपने-अपने सिद्धान्तो की पुप्टि के लिए लेखको 
ने अन्य राण्ट्रो के जको में घुमाव फिराव, जोड-जाड, और काट छाँट भी की है । 
कहने की आवश्यकता नहीं कि इन सिद्धान्तो में से प्रत्येक के समर्थक भी थे जो 
उनकी सत्यता में पूर्ण विष्वास रखते थे। नीचे हम इन सिद्धान्तो में से कुछ की 
रूप-रेखा दे रहे हैं 

(१) कनिधर्म_ महोदय का विव्वास था कि भारतवर्ष के रहनेवाले प्राचीनतम 
ज्ञात वाल से लिखना जानते थे, तथा उनकी प्राचीन वर्णमाला चित्रात्मक थी। 
उनकी धारणा थी कि ब्राह्मी लिपि कदाचित्‌ प्रारभिक चित्रात्मक लेसन से निकली 


' मित्र देश फो एक प्राचीन लिपि। 

* मि्त देश की प्राद्योन दो छिपियाँ। 
खरोप्टी में लिखे उसो अक से तुलना फीजिए। देखिए पुृ० २१। 
अश्ोक के शिलालेख, कॉपस इस्त्रिप्टिओनम इटिकेरम, जिल्द १, प०५२। 
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हैं। यह सिद्धान्त स्पष्टत अक-सकेतो पर भी लागू किया जा सकता है। तो भी बाद 
के पुरालेख-विदो ने इस सिद्धान्त का तिर॒स्कार कर दिय्रा, इस आधार पर कि यह 
उन्हे अत्याविक कपोल-कल्पित मालूम होता था। कनिघम की, भारतवर्प में लेखन 
की प्राचीनता से सबथ रखनेवाली, उपर्यक्त साहसपूर्ण कल्पना को ४००० ई० पू० 
की उस चित्रवतत लिपि न यथार्थ सिद्ध कर दिया हैं जो मोहेनजो-दडों और हुडप्पा 
में खुदाई से प्राप्त कुछ मुहरो और लेखो मे मिली हैं। कर्निंधम के सिद्वान्त को 
लैगडन महीदय ने पुनर्जीवित किया है। लँगडन के मत से ब्राह्मी लिपि का मोहनजो- 
दडो की चित्रात्मक लिपि से उत्पन्न होना सम्भव है। परन्तु चंकि मोहेनजो- 
दडो के लेख अभी तक पूर्ण रूप से पड़े नही गये हैँ, इसलिए लँगइन का सिद्धान्त 
अभी अधूरा ही हैं। अभी इसे अनमान-मात्र ही कहा जा सकता है। ब्राह्मी अक- 
सकेतों के विकास के सवष में यह कहा जा सकता हूँ कि वर्तमान समय में मोहेनजों- 
दड़ो की लिपि से अक-सकेतों का अलग करना ही एक टेढी समस्या है। यदि यह 
कल्पना कि पृष्ठ १७ पर दिये हुए आकार अक-सकेत है सत्य भी हो, तो भी यह 
सिद्धान्त प्रतिधादित करना सभव न होगा कि ब्राह्मी अको की उत्पत्ति उन्हीं अको 
से हुई है । 

(२) वेली” महोदय के कथनानुसार ब्राह्मी लिपि के मुख्य सिद्धान्त मिस्र देश के 
हिएरोग्लिफिक सकेत के आधार पर बने है, और अधिकाश भारतीय आकार फिनि 
शियन, वेक्ट्रियन तथा अक्केडियन स्वरूपों या अक्षरों की नकल हैं। जैसा पहले बताया 
जा चुका हं', ब्राह्मी और हिएरोग्लिफिक के सिद्धान्तों मे नितान्त विपमता है-+ 
कोई सबंध नहीं। हिएरोग्लिफिक और ब्राह्मी के अक, सारिणी २ (अ), २ (व) 
और २ (स) में साथ-साथ दिये गये है, पाठक उन्हे देखकर वेली' महोदय के कथन 
की असत्यता का स्वयं अनुभव कर सकते है। पुनश्च, इस कल्पना पर विश्वास 
करना कि हिन्दुओं ने अपने अक-सकेतो को चार-पाँच, कुछ अत्यत प्राचीन और कुछ 


' मोहेनजो-दटो इत्यादि, अध्याय १२ । हटर (पूर्वोक्त, पृ० ४६०) ने इस मत 
का जोरदार समर्थन किया हूँ। 

3 जनेल आऑँव दि रॉयल एशियाटिक सोसायटी, जिल्‍्द १५, भाग १, 
पुनमृद्रण, लद॒न, श्य८९, पू० १९ओऔर १७। इस सिद्धान्त का टेलर ने समर्थन किया 
था। देखिए, दि ऐल्फावेट, लदन, १८८३, जिलल्‍्द २, पु० २६५-६६। 

) देखिए पृष्ठ २४-२५ । 
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अपेक्षाकृत अधिक नवीन, सूत्रों से लिया है अत्यत कठिन है। बैक्ट्रियत और अक्के- 


डियन अको और ब्राह्मी आकारो के सादृश्य के सबब में, जिसकी वेली महोदय 
ने कल्पना की है, वूलर महोदय का कथन है कि चार अवस्थाओ में (अर्थात्‌ ४, 
६, ७ और १० अको के आकारो मे ) वास्तविकता बेली महोदय की कल्पना के नितान्त 
विरुद्ध है। कुछ लेखको ने वेली महोदय द्वारा दिये हुए आकारो मे, उनके' सिद्धान्त 
मे प्रभावित होने का भी दोष लगाया है।। इन सव कारणो से वेली महोदय का 
सिद्धान्त त्याज्य हूँ । 

(३) बर्नेल महोदय' के मतानुसार भारतीय पद्धति के सिद्धान्तों और मिस्र 
देश के डेमोटिक सकेत के सिद्धान्तों में सामान्य रूप से सादृश्य हैं। इन्होने १ से 
लेकर ९ तक अको के डेमोटिक चित्नो तथा उन्ही अको के भारतीय चिह्नो के 
सादृश्य का कथन किया है, और यह सिद्धान्त उपस्थित किया है कि हिन्दू लोगो 
ने इन अको को डेमोटिक लिपि से लिया और बाद में उनका सुधार करके उन्हे 
अक्षरों मे परिवर्तते कर लिया। 

(४) वूलर महोदय ने वर्नेल के सिद्धान्त का एक परिष्कृत रूप उपस्थित 
किया हँ। वे लिखते है, “मुझे यह सम्भव प्रतीत होता है कि ब्राह्मी अक मित्र 
देश के हिएरेटिक आकारो के आधार पर वनाय गये है, और यह कि हिन्दू लोगो | 
ने उन्हे अक्षरों में रूपान्तरित कर लिया, क्योकि वे पहले से ही अको को हब्दो 
द्वारा सूचित करने में अभ्यस्त थे।” 

वर्नेल और वूलर के सिद्धान्त भी वेडी के सिद्धान्त की भाँति साथु-मूलछक 
नही हूँ । शारिणी २(अ), २(व१), २(स) में ब्राह्मी के साथ-साथ हिएरेटिक 
जौर डेमोटिक सकेत दिये हुए है। इन सारिणियों की परीक्षा करने पर विदित 
होगा कि १से लेकर १०० तक के अको को सूचित करनेवाझे १९ सकेतो में 
से, ब्राह्मी के केवल ९ सकेत डेमोटिक अथवा हिएरेटिक के सगत सकेतो के 
जनरूप हूँ। अन्य सकेनो के बीच किसी प्रकार का सादृश्य नही है। हिएरेटिक 
सकेत के ५ एवं हछाह्मी के ७ के बीच होने वाले रुप-सादृब्य पर व्युत्पत्ति 


५ धर व् आरिणि जन 9.4 है2४. 3 ०... द 

बूलर, ऑन दि आरिजिन आँव दि इडियन ऐस्फावेट, स्ट्रासबुर्गं, १८९८, 
प० ५२, ५३ फटनोट। 

देखिए स्मिथ और कार्विस्की, हिन्दू-अरेविक न्यूमरत्स, पृ० ३०-११ 

बूलर, पूर्वोक्त पु० ८5२। 
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का आधार स्थापित करना नितानत अनर्गल है। इसी प्रकार अपने सिद्धान्त 
की पुष्टि के लिए डेमोटिक एवं हिएरेटिक आकारों का घुमाव-फिराव भी 
ग्राह्म नही है। 

इन पद्धतियों में एक समानता अवध्य हे कि प्रत्येक में १ से छेकर १०० 
तक के अको को सूचित करने के निमित्त केवल १९ चिह्न ही प्रयुक्त किये गये 
हँ, और इसे कोई अस्वीकार नहीं कर सकता। परल्तु सेकडहो (१००, २०० 
इत्यादि) और हजारों (१०००, २०००, इत्यादि) को सूचित करनेवाले चिह्नो 
की बनावट में भिन्नता हे। वाह्यी मे २०० और ३०० को सूचित करने- 
वाले सकेत वनाने के लिए १०० के सकेत के दाहिनी ओर क्रम से १ और २ 
मात्राएँ लगा देते है, इसी प्रकार २००० और ३००० को यूचित करनेवाले 
सकेत बनाने के लिए १००० के सकेत के दाहिनी ओर क्रम से १ और २ मात्राएँ 
लगा देते है जो कि नीने के चित्र से स्पण्ट है 


7० है | 7 नर 
/ च्स् १०० 7 ३२०० । क्र्स्ा ३3०० 
ह। न+ १,०००, के न्य २,०००, ध्तुः सन ३3,००० 


४०० और ४००० को सूचित करनेवाले सकेत, १०० और १००० की 


॥ 


सूचित करनेवाले सकेतो के दाहिती और औ$ (४) जोट कर बनाये जाते हैं, 
जैसा फि नीचे के चित्र में है -- 
“4. ल्‍ ४०० और ९ 5६ ६४,००० 


हिएरेटिक पद्धति के सगत सकेत ये हैं 
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पाठक देखेगे कि हिएरेटिक पद्धति मे १००० सूचक सकेत अन्य सहख्न-सूचक 
सकेतो के बनाने मे प्रयुक्त नही किया गया है। यदि सिद्धान्त-सादृश्य पूर्ण रूप से भी' 
होता, नो भी हम यह मानने को बाध्य न होते कि एक राष्ट्र ने दूसरे का अनुकरण किया 
है। १९ सकेतो का प्रयोग कदाचित्‌ अको को व्यजित करने की सरल एव सर्वोत्क्रष्ट 
रीति घी, और सम्भव है कि जो बात मिस्रवालो को सरल प्रतीत हुई 
हो वही स्वतत्र रूप से भारतवासियों को भी वैसी ही प्रतीत हुई हो। 

इसके विपरीत कुछ कारण ऐसे है जिनसे मालूम होता हैँ कि मिख्रवालो 
ने हिएरेटिक एवं डेमोंटिक पद्धतियों को अन्य देशो, कदाचित्‌ भारतवर्प, से 
प्राप्त किया था। यह विचार असगत नही है, क्योकि यह सभव है कि १९ 
सकेतो के आवार पर आश्रित भारतीय अक-सिद्धान्त का अ विष्कार १००० ई० पुू० 
के लगभग हुआ हो। यह वात तो ज्ञात ही है कि मिस्र की प्राचीन अकमाला में 
केवल चार सकेत है, जो १, १०, २० और १०० अको को सूचित करते हैँ। 
इस प्राचीन प्रणाली मे एक आकस्मिक परिवर्तन करके १९ सकेतोवाली दूसरी 
अणाली' ग्रहण करने का कारण उचित रीति से तब तक नहीं समझाया 
जा सकता जब तक विदेशी प्रभाव की कल्पना पहले ही से न कर ली जाय । पुनशच २, 
३ और ४ को सूचित करनेवाले, घसीट में लिखे हुए, आकार दाहिनी ओर से 
वायी ओर को लिखी जानेवाली हिएरेटिक एवं डेमोटिक लिपियो के अनुकूल 
नहीं हैं। यथ्पि इन जाकारो का प्राचीन हिएरोलिफिक और फिनिशियन 
आकारो से सबंध है, तो भी यह सम्भव हूँ कि इन आकारो का प्रयोग, 
नवीन प्रणाली के १९ सकेतो की आवश्यकता के निवारणार्थ, ऐसे लोगो के प्रभाव 
के कारण हुजा जिनकी लिपि वायी ओर से दाहिनी ओर को हो। तो भी 
यह गह देना उचित होगा कि हिएरेटिक प्रणाली की भारतीय उत्पत्ति की कल्पना 
केवल एक सुझाव हे। उपर्युवत दो बाते, जव तक उनकी अन्य प्रमाणो से पुष्टि न 
हो जाय, एक नवीन सिद्धान्त उपस्थित करव के लिए स्वय पर्याप्त नहीं [है। 
आया की जाती हूँ कि जागे होने वाले अनुसधान इस विपय पर प्रकाश डालेगे। 
अक्षर सकेत से सम्बन्ध 


१८३८ ई० में जेम्स प्रिसेप महोदय ने यह सुझाव दिया था कि अक-सकेत, 


एक्जामिनेशन आँव इस्किप्शस फ्रॉम गिरनार इन गुजरात, एण्ड धोौली 
इस दाटवक, जनेछ आऑँब दि एशियाटिक सोसाण्टी ऑव बंगाल, १८३८।॥ 


३० हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


अक-सज्ञाओं के प्रारम्भिक अक्षरों के आधार पर बने हँ। परन्तु अक-सन्नाओं 
के उच्चारण जान लेने पर, हम देखते हूँ कि ऐसी वात नहीं है। अन्य 
अन्वेपको का मत हैँ कि अक-सकेतों की बनावट, प्राचीन वर्णमाला के क्रम 
के अनुसार लिखे हुए अक्षरों पर आधारित हैं। यद्यपि अको को व्यणित 
करने के लिए अक्षरों का प्रयोग आठत्री गताव्दी ई० पू० पहले तक हुआ है,' 
एवं अक्षार-सकेत की' अन्य पद्धतियाँ वाद में आविषक्ृत हुई और सामान्य रूप 
से प्रयाग में आयी, तो भी हम उवत कल्पना का त्याग करने पर विवण है 
क्योकि प्राचीन अक-सकेतों और वर्णमाछा के अक्षरों के वीच किसी प्रकार का 
सादृष्य नही दिखाया जा सकता। 

कुछ प्राचीन हस्तलिपियो के पत्राकरन में, और कुछ सिक्‍को तथा कुछ अन्तर्लेखो 
में एक विलक्षण अक-सकेत' का प्रयोग मिलता है, जिसमे स्पष्टत वर्णमाला के 
स्वरो और व्यजनो का प्रयोग किया गया है। तो भी प्रयुक्त चिह्न सर्देव एक तरह 
के नही हँ, बहुधा उनमे कुछ अन्तर मिलता है, जो कदाचित्‌ अक सकेत और 
अक्षर-सकेत की विपमता सूचित' करने के' लिए किया गया हूँ । इसमें कोई सन्‍देह 
नही कि ये चिह्न अक्षरों से वने हैँ, क्योंकि जैनियो ने इस पद्धति को, दशमलव 
सकेत (अकपल्ली) में पृथक्‌ करन के लिए, अक्षर-पल्ली की सजा दी है ।' 

अक्षर पल्‍ली के प्रयोग से इस बात का सुझाव मिलता है कि कदाचित्‌ प्राचीत 
ब्राह्मी अक-सकेत भी ब्राह्मी,वर्णमाला के स्वरो एवं व्यजनों के आधार पर बने हो। 

अको और अक्षर-स्वरूपो की विस्तृत समीक्षा का निष्कर्ष निम्नलिखित है 

अक, १, २, और ३ जो पहले बेटी रेखाओ से सूचित किये जाते थे, किसी भी 
पक्षर से सादृश्य नही रखते। कदाचित्‌ वे मात्राओ के आधार पर बनाये गये है। 

४--इस अक का प्राचीनतम आकार, जो अज्ञोक के अन्तर्लेखों मे मिलता हैं, 
क' अक्षर के सदृथ है। नानाधघाट और नासिक की गुफाओ में मिलनेवाला 


* ऐसा प्रयोग कदाचित पाणिनि नें भी किया है। देखिए पृ० ५८। 

* आगे पृ० ५९ इत्यादि, देखिए। 

१ बलर, पूर्वोक्‍त ग्रथ, पृ० ७८। अक्षरपलली का विस्तृत वर्णन आगे किया 
गया है, देखिए पृ० ६७ इत्यादि। 

४ अको के विभिन्न आकारो के लिए, देखिए सारिणी ३ से लेकर सारिणी १३ 
तक। 


ब्राह्मी के अक ३१ 


आकार “प्क' के सदुश है। «न', ल्क', टुक' और '“प्कू' अक्षरों से मिलते हुए आकार 
भी पाये जाते है, परन्तु ऐसे आकार अधिकाश मे अर्वाचीन अन्तलेखो में ही मिलते है । 

५-- अधिकाश अन्‍्तलेंखों मे यह अक 'तृ' अक्षर से मिलता है। परल्तु 
त', ता', पु,, हु, रू, तृ', तुआ', ना, ना हूं, 'हृ' और हू के सदृश 
आकार भी मिले हूँं। 

६ --- अधिकाश अन्तर्ूखो मे यह अक फ्र' अक्षर के सदृश हूँ, परन्तु कुछ 
अन्तलेखो में 'फ्रा', 'फ', फ/,ज,' और 'हा' के सदृश आकार भी मिले है। इस 
अक के विषय मे अधिक सादृश्य नही है । 

७ -- अधिकाञ अन्‍्तलेखो में यह अक 'ग्र'ं अथवा 'गु! अक्षर के सदृश हैं, 
परन्तु कुछ मे इसका आकार “ग' की तरह है । 

८--यह अक अधिकतर ह' अथवा हवा अक्षर से मिलता हैं, परन्तु 
कुछ अन्तलेखो के आकार किसी अक्षर से नही मिलते। 

९-- इस अक के श्राचीनतम आकार, जो नानाघाट, कुपान एवं क्षेत्रप 
अन्तर्ूलूंखो मे मिलते हूँ, किसी भी अक्षर के सदृण नहीं कहे जा सकते। बाद 
के आकार कदाचित्‌ “उ' अक्षर अथवा 5» के सदृश है । 

१०-- इस अक के प्राचीनतम आकार भी किसी अक्षर से नहीं मिलते, 
यद्यपि वाद के आकार “रथ, हु, 'ह', ख' और दु' या ढठ' से मिलते-जुलते 
कहे जा सकते हँ।' 

२० --> इस अक के सभी आकार “थ' अक्षर के सदृश है । 

३० -- इस अक के सभी आकार 'लर' अक्षर के सदृश हूँ । 

४० --- इस अक के सभी आकार प्त' अथवा स' से मिलते है । 

५० --ईस अक के आकार अनुनासिक से मिलते हुए कहे जा सकते है। 

६० -- इस अक के आकार पु', 'प' और 'प्र' से मिलते है। 

७० -- इस अक के आकार पपु', 'प्त', प्र', 'प्रा' अथवा 'ह' के सदृश है। 

८० -- इस अक के आकार उपध्मानीय चिह्न की तरह ६ ' 

९० -- इस अक के आकार भी उपध्मानीय चिक्तकी तरह है, परन्तु इसमें 
वीच में ऋास का चिह्न भी मिलता हैं। 


णिं 


जज 


' यह दूलर का मत है। देखिए, पूर्वोकत ग्रथ, पृ० ८०। 


इ्२ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


१०० --- अधिकाञ अन्तर्लेखों में यह अक सु! से मिलता हैं, परन्तु कुछ 
अन्तर्ूलेखों में इसका आकार “'आ की तरह हैं। 

इंद्रजी का मत 

उपर्युक्त विवरण से स्पष्ट हैं कि -- 

(१) ६ और १०, तथा १, २, और ३ अको के प्राचीन आकारो को कोई 
ड्वनि-मान नहीं दिया ,जा सकता। 

(२) ७ और ९ को छोडकर, अन्य अको के आकारो की घ्वनियों में अत्य- 
बिक अन्तर है। 

(३) ७० को छोडकर, जिसके आकारो में अत्यधिक विपमता है, अन्य दहाई- 
सूचक अको की ध्वनियाँ प्राय निश्चित हैं । 

इस प्रकार, १, २, और ३ अफ़ो को छोड देते पर, हम देखते हे कि शेप १६ 
अको में से दो अक्ो (अर्थात्‌ ६ और १०) की अक्षरों से समता नहीं की जा सकती 
तीन अको (अर्थात्‌ ७, ९ और ७०) के घ्वनिमानों में अत्यधिक्र विपमता हैं, 
और शेष ११ अको के ध्वनिमान प्राय निश्चित है। इन तथ्यों के आवार पर 
डित भगवानलाल इद्रजी ने यह मत उपस्थित किया है कि ब्राह्मी अक- 
सकेतो की उत्पत्ति ब्राह्मी वर्णमाला के अअरो से हुई है, तयापि पडितजी ने स्त्रीकार 
किया हूँ कि वे यह जानने में असमर्थ हैँ किइस विपय में किस सिद्धान्त का 
आश्रय ल्या गया है। और यह वात अब तक किसी अन्य विद्वान को भी नहीं 
जात हों सकी है। वस्तृत इस समस्या का तव तक कोई हल नही दिसायी पडता, 
जब तक अग्योक के पूर्व की ऐसी अन्तर्वेब-सम्बन्धी सामग्री नहीं प्राप्त होती 
जिसमे अको का प्रयोग हुआ हो। अशोक के समकालीन एव परकालीन 
अन्त खो में प्रशक्त आकार इतती अविक उन्नत अवस्था में हे और अपने 
उद्दभवकाल से इतने अधिक समय बाद के हैं कि वे अपनी उत्पत्ति के विपय में 
कोई वाहित सूचना नहीं देते। 

परन्तु समय-समय पर जो मत उपस्थित किग्रे गये है उने सबमें से पद्ित 
टद्रजी का मत हम छोगो को सं्वात्क्रिप्ट प्रतीत होता है । हिन्दू छोग चौथी 


६... ६ सं 


' इनकी 'ज', स॑, फ्रैं, इत्यादि से, तथा 5', <५', इत्यादि से समता, जो 
बलर ([ पूर्वोक्त पृ० ८०) ने कल्पित को हूं, हमकी बहुत ठोक नहों जेंचती 
< ८. प्‌ 


ब्राह्मो के अक डरे 


जताव्दी ई० पू० मे लिखना जानते थे। लगभग २०३० ई० पृ० मे वे १० जैसे 
बडे अको का प्रयोग करते थे, और उस समय के पश्चात्‌ उन लोगो के धर्म और 
विज्ञानों ने बडे अको के प्रयोग को आवश्यक बना दिया हैं। कहा जाता है कि 
गौतम बुद्ध ने छठी शताब्दी ई० पू० में १०" जैसे बडे अको के लिए सज्ञाओ 
की रचना की थी, और आगे चलकर इस अक-परम्परा की पुनवृद्धि की गयी 
थी।' इन तथ्यों से उस अवस्था का उद्घाटन होता हैं जो अकगणित के अत्यधिक 
विकास के बिना असम्भव हूँ। यह तो निश्चित हूँ कि प्राचीनतम काल से ही 
हिन्दुओं ने इन अको को लिखने की किसी प्रणाली की आवश्यकता अवश्य प्रतीत 
की होगी। अतएव यह निष्कर्ष निकालना कि हिन्दओ ने ब्राह्मी अक-प्रणाली का 
आविष्कार किया, ऐतिहासिक प्रमाणो के प्रतिकूल न होगा। इस निष्कर्ष को इस 
वात से अनुमोदन मिलता हूँ कि अकलेखन में मात्राओं तथा अनुनासिक एवं 
उपध्मानीय चिकह्नो का प्रयोग हुआ है जो प्राचीन एवं अवचिन लिपियो में से 
केवल सस्कृत लिपि मे ही मिलते हैं। इसे इस बात से और भी बल मिलता हैं 
कि हिन्दू, जेन तथा बौद्ध-परम्पराएँ ब्राह्मी लिपि और अक-सकेत को सृष्टिकर्ता 
ब्रह्मा का आविष्कार मानती है, ओर तदनसार इसे अत्यन्त प्राचीन राष्ट्रीय 
आविष्कार प्रतिपादित करती हैँ ।* 


आविष्कार का समय 

ज्नाह्मी अको के आविष्कार का समय १००० ई० पू० से लेकर ६०० ई० पू० 
तक निर्धारित किया जा सकता हैं। क्योकि अशोक-कालीन अको से विदित 
होता हैँ कि ब्राह्मी अक-प्रणाली समस्त भारत में सामान्य रूप प्तै प्रचलित थी' 
और इसके पीछे एक वडा इतिहास जूडा हुआ हैँ, अतएवं नीचे की अवधि, 
१००० ई० पू०, निश्चय ही अधिक प्राचीन नहीं है। इसके विपरीत, अन्य 
बाते, जैसे >त्यन्त प्राचीन काल में कलाओ एवं विज्ञानो का उच्च विकास, वौद्ध 


'देखिए प० १०-१२ 

* बूलर ने अनेक प्रमाण उद्धृत किये हे, (पूर्वॉक्त। पृ० १, फुटनोट)। इनमें से 
नारद-स्मृति और जन आगम ग्रथ समवायाग-सूत्र चौथी शताब्दी ई० पु० के हे। 

 स्ेगस्थनीज ने सडक पर लगे हुए मील के पत्थरों फी चर्चा की है जो 
टूरियो तथा निवेश्ञ स्थादों की सूचना देते थे। देखिए इडिका आँव मेगम्थर्न/ज, पृ० 
१२५५-१२६, बूलर, पूर्वोक्त। 

फा० ३ 


३४ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहात 


साहित्य मे अक चिह्नो की चर्ता' और वदी-बडी सख्याओं का प्रयोग, सभी 
निर्देश करती है कि ब्राह्यी अक-प्रणाली का आविकार यदि अधिक पहले नहीं ता 
१००० ई० पू० के लगभग अवश्य हुआ होगा। 
साराश 

पडितजी के सिद्धान्त की पुण्टि इस तथ्य में हे कि १९ आकारों में से ११ 
आकार तो निब्चित रूप से ब्राह्यी लिपि के अक्षरों अथवा चिह्न 
स्दृध हैं। यह सादुष्य इतना विलक्षण हूँ कि पूर्णतया आकस्मिक नहीं कहा 
जा सकता। पुनब्च, यह भी देखा गया हँ कि अको के आकारो ने उस परिवतन 
का निरन्तर अनुकरण किया है जो अक्षरों के आकारो में झताद्दी-प्रति-शतातदी 
हुआ है।यह वात विशेषकर दहाइयो के लिए सत्य है और दशित करती है कि 
प्राचीन अन्तरलखों के' लेखक इन आकारों के ब्वनिमान से अवगत थे। इकाइया 
के चिह्न, अमरो के आकारों से कदाचित्‌ इसलिए भिन्न है कि उनका आविककार 
सबसे पहले हुआ था और वे अधिक प्रचार में थे, अतएवं वे घसीट में लिखें जाने 
लगे तथा अक्षरों के आकारो में होनेवाले परिवर्तेत का उन्होंने अनुकरण नहीं 
क्यि। 

अब हम इस परिच्छेद में वणित विपय का निम्न साराश दे सकते 
हैँ (१) ब्राह्म॑ अक निस्‍्मन्देह भारतीय आविप्कार हैं, (7) दहाओयों के 
चिह्न वर्णमाल् के अक्षरों से बनाये गये हे, और (३) 3काइयो के चिह्नों की 
उत्पत्ति सन्देहास्पद सभव है कि वे भी वर्णमाला के अक्षरों के आधार पर 
बने हो, परन्तु जब तक अग्योक के पहले के अक-चिह्न उपलब्ध नही होते तव तक 
इस कथन की वास्तविकता सिद्ध करने का कोर्ईड उपाय नहों है। 


८ दशमलव स्थान-मान पद्धति 
महत्त्वपूर्ण लक्षण 
तीमरा परन्तु सबसे महत्त्वपूर्ण, हिन्दू अक्-सकेतल दशमलव स्थानमात 
सकेत है। इस पद्धति में दस चिह्न हैं, जो एक से लेकर नी वर 


* छलछित बिस्तर में वणित, सस्कृत मूल तथा ३०८ ईसवी के चोनी अनुवाद 
दोनों में। जेन ग्रथ समवायाग सूत्र (ल० ३०० ई० पू०) और पत्नवता- 
सूत (लगभग १६८ ई० पृ०), प्रत्येक में १८ लिपियो को एक सूची दी हुईं हैं। 
देखिए बेबर, इटिशे स्टवियेन, १६, २८०, ३६६। 
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सस्याओ तथा बून्य को सूचित करते है और अक कहलाते हैं। स्थान-माप 
सिद्धान्त का प्रयोग करके सभी सख्याओ को सरलता से लिखने के लिए ये दग अक 
बिलकुल पर्याप्त है। लिखने का आधार निस्सन्देह दश है । यह पद्धति अब सम्पूर्ण 
जगत मे सामान्य रूप से प्रचलित है। शून्य और स्थान-मान सिद्धान्त के बिना, 
हिन्दू अक उसी प्रकार के अन्य अको से नतो श्रेष्ठ ही होते और न ससार के सभ्य 
लोगो मे उनका आदर ही होता। बून्य की महत्ता के सम्बन्ध में प्रोफेसर हैल्स- 
टेट लिखते हैँ, “शून्य के आविष्कार के महत्त्व की कभी भी अतिशयोक्ति नहीं 
की जा सकती। निरर्थक बून्य को केवल स्थान, सज्ञा, आकृति, एवं सकेत 
ही नहीं गल्कि एक उपयोगी शक्ति प्रदान करना हिन्दू जाति की, जहाँ से 
इसकी उत्पत्ति हुई है, एक विश्वेपता है। पह निर्वाण को विद्युतुशवित में परिवर्तित 
करने के सदृण हू । गणित सम्बन्धी कोई भी एक आविप्कार ज्ञान एवं शवित को 
जागे बढाने में इतना प्रवल नहीं सिद्द हुआ हेँ। 

आकार 


एक दूसरे से भिन्न अनेक लिपियाँ आज भारतवर्ष के भिन्न-भिन्न 
भागों में प्रचलित हैं। इन लिपियो में अको के आकार भी एक दूसरे से भिन्न 
है । यद्यपि सभी हिन्दू लिपियाँ एक ही मूलखत्रोत, ब्राह्मी लिपि, से निकली 
हैं, तो भी विभिन्न आधुनिक लिपियो के आकारो में इतना अधिक भेद हूँ कि 
यदि उनका प्राचीन इतिहास न ज्ञात होता तो उनके बीच में सम्बन्ध स्थापित 
काना कठिन हो जाना। उपर्युवत कथन अक-चिह्नो के विपय में भी लागू होता 
हैं, जैसा कि सारिणी १५ में दिये ग्रे अक चिह्नो की सूची के अध्ययन से स्पष्ट 
हो जायगा। अक-चिह्नो में इतना अधिक भेद यह प्रदर्शित करता हैं कि भारत- 
व में भिन्न-भिन्न लिपियो के प्रयोग मे जाने के पहले ही लोग शून्य और स्थान-मान 
का प्रयोग जानते थे, और वर्णमाला के अक्षरों की भांति ही अक-चिह्न भी 
भारतवप के भिन्न-भिन्न भागों मे स्वतन्त्र रीति से परिप्कृत किये गये थे। और 
क्योंकि भिन्न-भिन्न स्थानों मे आकारों से किये गये परिवर्तन एक दूसरे से स्वतसत्र 
थे, इसलिए जाधुनिक आकार एक दूसरे से इतने अधिक भिन्न हो गये है। 


े 'जी० दी० हंँस्सटेड, ऑन दि फाउन्डेशन ऐण्ट टेकनीक आँव अरिथमेटिक, 
शकागो, १६१२, पृ० २०१ 
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यह भेद ग्यारहवी गताब्दी में भी पहले से विद्यमान था जैसा कि अलवरेसुनी के 
तिम्तन कथन से स्पष्ट हैं: 'जिस प्रकार भारतवर्प के भिन्न-भिन्न भागों में अक्षरों 
के भिन्न-भिन्न स्वरूप हैँ, उसी प्रकार अको के चिह्न भी एक दूसरे से भिन्न है 
नागरी लिपि के आकार 

अत्यन्त महत्त्वपूर्ण तथा अत्यन्त प्रचलित अक-चिह्न नागरी लिपि के है 

इस चिह्न के आधुनिक आकार निम्नलिखित है -- 
१, २, है, ४, ५, ६, 3, ८, ", ० 

इन आकारो का ब्राह्मी अको से क्रमिक विकास कैसे हुआ, सारिणी (१४ में 

दर्शित किया गया हूँ। 
पुरालेख-प्रम्वन्धी उदाहरण 

नीचे हम दसवी शताब्दी तक मिलतेवाले उन अन्तर्लखो तथा दानपत्रो 

की सूची दे रहे हूँ जिनमे दशमलव स्थान-मान सकेत का प्रयोग करके अक 
लिखे गये है । इस काल के बाद के अन्तर्ूखों तथा दानपत्रो में अक लिखने के लिए 
सदेव दशमलव पद्धति का प्रयोग किया गया हैं। 

१, ५९४ ई० सखेडा से प्राप्त गुर्जरों का दानपत्र (ए३इ, २, पृ०१९)। 
इसका काल, चेदि सवतू ३४६, दशमलव स्थान-मान 
सकेत में दिया है। 

*२ ६४६ ई० बेल्हारी का लेख, (जए', १८६३)। 
*%३, ६७४ ई० कनन्‍्हेरी का लेख, (जए, १८६३, पृ० ३९२)। 

४. ८वी शताब्दी जयवर्धन द्वितीय का रघोली का दानपत्र, (एइ, ९, १० 
४१)॥ अक ३० दशमलव सकेत मे दिया हैं। 

५. ७२५ ई० ब्रिटिश म्यूजियम में सगृहीत संस्कृत के दो दानपत्र, 
(इऐं', १३, पू० २५०) । इनके काल, सवत्‌ ७८१ 
(++७२३ई०) और सवत्‌ ७८३ (55७२५ ६०), 
दशमलव सकेत में दिये हैं। 


!भात अलबेह्नों कृत, जिद १, पु> छड४ड। 
है वर--एपिग्रेफिया इत्कि। 

१ एज इटडियन एए क्वेरी । 

* जाए >जनेठ एीया५<+फ । 


ब्ः्ते 


२० 


११ 


श्८ 


७३६ ई० 
छ५०३ ई० 
छफ्ड र्ड० 


७९१ ई० 


८१३ ई० 


८४३ ई० 
८५१ ई० 


८५३ ई० 


दशमलव स्थान-सान पद्धति ३७ 


घिनिकी ताम्र दानपत्र, (इऐं, १२, पृ० १५५)। इसका 
काल, सवत्‌ ७९४, दशमलव सकेत मे है। 

देवेन्द्रवमनू का चिकाकोल का दानपत्र, (एड, ३, पृ० 
१३३)। अक २० दशमलव सकेत मे लिखा हैं। 

दनिदुर्ग का राष्ट्रकूट दानपत्र, (इएऐं, ११, पृ० १०८)। 
इसका काल, शक ६७५, दशमलव सकेत मे दिया है। 

सामन्त देवदत्त का अन्त्ूंख, (इऐं, १४, पृ० ३५१)। 
इसका काल, सवत्‌ ८४७, दशमलव सकेत मे है। 

शकरगण का दौलताबाद का दानपत्र, (इऐं, ९, पृ० 
१९७) । इसका काल, शक ७१५, दशमलव सकेत 
मे दिया हैं। 

तोरखेडा का दानपत्र, (एड, ३, १० ५३, इएऐं, ९, पु० 
३४५) । रचनाकाल, शक्त ७३५, दशमलव सकेत 
मे दिया हैँं। 

नागभट का बुचकला का अन्तर्लेख, (एड, ९, पृ०१९८)। 
इसका काल, स० ८७२, दशमलव सकेत मे दिया हैं । 

वाउक का अन्‍न्तर्ूलख, (राजपूताना म्यूजियम, भारतीय 
प्राचीन लिपि माला, पृ० १२७, एइ, १८, पू० 
८७) । इसका काल, सवत ८९४, दशमलव सकेत 
में दिया हूँ। 

कन्हेरी से प्राप्त अन्तर्लेंख, न० ४३ व, (इऐं, ८, प्‌ृ० १३३) । 
इसका काल, गक ७६५, दशमलव सकेत में दिया हैँ । 

क्‍न्‍्हेरी से प्राप्त अन्तर्ूख, न० १५, (पूर्ववत्‌)। इसका 
काल', शक ७७५, दशमलव सकेत में दिया हैं। 

लल्तिसुरदेव का पाडुकेश्वर का दानपत्र, (इऐं, २५, पु० 
१७७)। इसका काल, राजा के राज्यकालू का 
सवत्‌ २१, दशमलव सकेत मे हैं। 


' घाल फी शुद्धि के लिए, देखिए इऐ, २०, पृ० ४२१। 
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ककक्‍्कुक का घटियाला का अन्तर्लेख, (एड, ९, पृ० २७७)। 
इसका काल सवत्‌ ११८, दशमलव सकेत में दिया है। 

भोजराज का देवगढ़ का जैन अन्तर्लेख, (एड, ४, पृ० 
३०९)। काल, संवत्‌ ९१९ और संगत झकक 
७८४, दघ्मलव मसकेत म हूँ। 

भोजदेव के राज्यकाल का खालियर का अन्तर्लेंत्र 
(अआ्कित्रालॉजिकल सर्वे आँचर इंडिया, रिपोर्ट, 
१९०३-४, 'लिट ७२), यत्रपि इसमें समय नहीं 
दिया हैं, तथापि ब्छोकों की सखझ्या, १ से लेकर 
२६ तक, दशमलवब सकेत में हें। 

अल्ला का ग्वालियर का अन्तर्लेख, जो भोजदेव के! भायन- 
काल का हैं, (एड, है, १० १५९) । इसका 
काल, यवत्‌ ९३३, तथा सख्याएँ २७०, १८७, 
और ५० दशमलव सकेत में हैं। 


च्की 


कन्हेरी से प्राप्त अन्तेंख, न० ४३ अ, (इएऐं, १३, १० 
१३३) । इसका काछ, शक ७९९, दशमलव 
सकेत में लछिखा हूँ। 

फ्टोआ का अच्तर्लेख, (इऐं, १, पृ० १८६) ) इसका रचना 
काल, हमे सवत्‌ २७६, द्मलव सकेत में दिया हैं 

बालवर्मन का दानपत्र, (एइ, ९, पु० १)। इसका काछ, 
वलभी सबत्‌ ९५६, दशमलव सकेत में दिया हैं। 

अवनिवर्भन्‌ का दानपत्र, (एड, ?, पृ० १)। खसबत्‌ ९५६ 
दशमलव सकेत में दिया हैँ। 

आहर का पापाण लेख, ( जनेल युनाइटेड प्राविसेज 
हिस्टारिकल सोसायटी, १९२६, पृ० ८३ और 
आगे)। इसमे बहत से काल मिलते है, जो संब 
दशमलव सकेत में लिखें है। 

कृष्ण द्वितीय का राष्ट्रकूट दातनपत्र, (एड, १, पृ० ५३) | 
इसका काठ भी दशमलछव मसकेत में दिया हैं। 
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२७ ९१७ ई० सस्कृत और प्राचीन कन्नद के लेख, न० १७०, (इएऐं, 
१६, पृ० १७४)। सवत्‌ ९७४ दशमलव सकेत 
में दिया हैं। सख्या ५०० भी प्रयोग की गयी है। 

२८ ९३० ई० गोविंद चतुर्थ का खभात का लेख, (एड, ७, पृ० २६)। 
शक ८५२ दशमलव सकेत में दिया है। 

ई० राष्ट्रकूट राजा गोविदराज चतुर्थ का सागली का दानपत्र, 

(इऐं १९, पृ० २४९)। शक ८५५ दशमलव 
सकेत में दिया हैं। 

३० ९५१ ई० सस्क्ृत और प्राचीन कन्नड के लेख, न० १३५, (इऐं, १२, 

प्‌ृ० २५७) । गक ८७३ दणमलव सकेत मे दिया है । 

यज्ञोवमंन्‌ का लेख, (एड, १, पृ० १२२) | सवत्‌ १०११ 

दशमलव सकेत में दिया हें। 

ई०  सियादोनी का पापाण-लेख, (एड, १, पृ० १६२)। इस 

लेख मे अनेक सख्याएँ आयी हैँ जो दशमलव सकेत 
मे लिखी है। 

ई० अमोघवर्प का राष्ट्रकूट दानपत्र, (इएऐं, १२, पृ० २६३)। 

घक ८९४ दशमलव सकेत में दिया है। 
द्ामलव स्थान-मान सकेत-पद्वति के प्रारम्भिक प्रयोग के पुरालेख-सम्वन्धी 

प्रमाण सुदृरपूव के हिन्दू उयनिवेशों में मिले है ।' इनमे सवसे अधिक महत्त्वपूर्ण छ. 

जन्‍्तर्लूख हूँ, तीन वे जो श्रीविजय मे मिले हैँ, दो वे जो सुमात्रा के पालमवग में 

मिले है, और एक वह जो वका द्वीप में प्राप्त हुआ हूँ । इन अन्तर्ूलेखो में एक शक 

६०५, ६०६ और ६०८ (अर्थात्‌ ६८३ ई०, ६८४ ई० और ६८६ ई०) अको 

में लिखे मिले हैं। अन्य उदाहरण कम्बोडिया के सम्बोर नगर का अन्त- 

लेख है, जिसमे घक ६०५ लिखा हुआ मिला हैँ। चपा द्वीप के पो नगर के 
जन्‍्तरेंब में घक ७३५ (+-८१६३ ई०) का प्रयोग हआ हूं 

उपयुदत लेखो वो कल्पित अविश्वसनीयता 
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उपर्युवत सूची में तीस से अधिक ऐसे पुरालेख-सम्बन्धी उदाहरण दिये 
गये हैं, जो सिद्ध करते हैँ कि भारतवर्ष में अक छिसने के डिए बहुत पहले 

* जी० कोदे , 'ए प्रोषो दे लोरिजीं दे शिफ्र आराब,” व लेटिन स्कूल आँव ओरि- 
उटर स्टडीज (लदन ), 5६, १६३ 6+ प्‌० ३2२३-८ | 
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से स्थान-मान सिद्धान्त का प्रथ्रोग होता था। जी० आरण० के०, जो स्थान-मान 
सकेत के अभारतीय होने के सिद्धान्त को मानते है, कहते है कि इस सकेत 
के प्रयोग के लेखन सम्बन्धी सभी प्रमाण अविव्वसनीय हूँ। कुछ जाली 
ताम्रपत्रो के आधार पर उनका कथन हूँ कि ग्यारहवी शताब्दी में “अपहरण 
किये हुए दान को पुन पाने तथा नये दान को नये सिरे से प्राप्त करने का अत्यक्ल 
सुन्दर अवसर मिला”, और इससे वे इस निप्कर्थ पर पहुँचते हे कि लेखन सम्बन्ध 
सभी प्राचीन प्रमाण अवच्य ही अविश्वसनीय होगे। इस प्रकार का तके स्वय 
ही दोपपूर्ण है और उसके खडन करने की कोई आवश्यकता नहीं। 

अधिकाश ताम्रपत्र वेब छेख है, जिनमे उन दानों का वर्णन रहता है, जो 
पनी व्यक्ति अथवा राजा लोग किसी धारसिक अवसर पर ब्राह्मणों को देते थे। 
इन पत्रो में दान देने के अवसर का, दान देनेवाले तया पानेवाले के नामो का, दीं हुई 
चल और अचल सम्पत्ति का, और दान देने की तिथि का (जो गब्दों मे और अधिक- 
तर अको में भी दी रहती है ) विवरण रहता है। जाल दो प्रकार का हो सकता 
है (१) मूल लेख मे ही या तो दान देनेवाले या पानेवाले का नाम अथवा 
अचल सम्पत्ति का विवरण ताम्रपत्र को पीटकर मिटा दिया जाय और [उसके 
स्थान पर नया नाम या नया विवरण लिख दिया जाय। ऐसा जाल आसानी से 
मालूम किया जा सकता हैँ, क्योकि जिस स्थान पर त/म््रपत्र पीटा जायगा वहाँ के 
धरातल में विपमता आ जायगी और दूसरे नयी और पुरानी लिखावट में अन्तर 
होगा। (२) एक बिलकुल नया जाली ताम्रपत्र बनाया जा सकता है। ऐमे 
उदाहरण, यद्यपि बिरले होगे, तो भी उनका आसानी से पता लगाया जा सकता 
हैँ, क्योकि ताम्रपत्र में अकित तिथि और ताम्रपत्र मे लिखे हुए अक्षरों के आकारों 
के आधार पर निर्वारित तिथि में स्पप्ट अन्तर रहेगा। इस प्रकार के जाली 
ताम्रपत्नों के सम्पादन में हीवता होती है, तथा वश के वर्णन या अन्य ऐतिहासिक 
तथ्यों मे भी अशुद्धियाँ रहती है। 

ताम्रपत्र विशेषज्ञों को जाली ताम्रपत्रों का पता लगाने में अब तक कोई 
कठिनाई नहीं पद्दी हैं। हम यहाँ यह बता दे कि हमारी सूची में सम्मिलित 


* “नोट्स ऑन इडियन मंथेसेटिक्स, ”जनेल आँव दि एशिय।टिक सोसायटी 
धाँतव वगाठ, (नई श्रेणी, १६०७), जिल्‍्द ३, पृ० ४ं८र-८७। 
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५ 


दानपत्रों को असलियत में क्रिसी ताम्यत्र-विशेयज्ञ ने किसी प्रकार का सन्देह 
नहीं पकट किया हैं।' 

के महोदय ने अपने लेख मे, जो ऊपर उद्बुत किया जा चुका हूँ, १८ शिला- 
लेखो और दानपत्रों की एक सूची दी है और उनमें से दो को छोडकर शेप 
१६ को जाली बताया हैँ। इस सम्बन्ध में उन्होने जो तर्क उपस्थित किये है 
तथा जिन तथ्यों का कथन किया है, अधिकतर अबुद्ग और भ्रमात्मक हैं, अतएव 
उनके निष्कर्पो को स्वीकार नहीं किया जा सकता। उनके तर्क करने का ढग 
दिखाने के लिए, उद हरण के तौर पर, गुजरो के दानपत्र पर (जो हमारी सूची 
में पहले नम्बर पर है) उनकी अलोचना उद्धृत कर रहे है। वे लिखते है 
'डा० बूलर ने चेदि सवत ३४६ (5--५९४ ई०) के गूर्जरों के दानपत्र को यह 
कट्कर उद्धृत किया है कि यह सवसे पहला लेख हैँ जिसमे दशमलव सकेत का प्रयोग 
मिलता है। (॥) इस दानपत्र (एड, २, पु० २०) की परीक्षा करने पर यह 
सम्भावना प्रतीत होती है कि उसमे दिये हुए अक दानपत्र के लिखे जाने के कुछ 
समय बाद के जोडे हुए हँ दानपत्र में दिया हुआ समय 'तीन सौ छिप्रालीस' 
गब्दों और अको दोनो में है। अक दानपत्र के बिलकुल अत में दिये हे और 
अत्यन्त असाधारण तोर पर विराम-द्रय द्वारा अलग कर किये गये हँ। (२) 
अक उक्त काल के अको के सदुथ ह, लेकिन वे वहत समय बाद भी प्रचार में 
थे, और किसी अन्य उदाहरण में ऐसे अको का प्रयोग स्थान-मान के साथ 
नही हुआ है। (३) इसके अतिरिक्त (अन्य लेखो में ) नौ तिथियाँ पुराने 
सकेत से भी मिली हूँ, (एड, ५), उदाहरणायथं, गु्जरो के भडोच के दानपत्र में 
चेदि सवत्‌ ३९१ (55६४० ई०) पुराने सकेत में दिया हैं। पुनश्च, कोई अन्य 
चेदि सवत्‌ ऐसा नहीं मिलता, कम से कम ग्यारहवी शताव्दी के पहले का जो 


' यदि इनमें से कोई जाली है भो तो जाल इतना अच्छा किया गया हू कि उसका पता 
नहीं चल सकता। ऐसे दानपत्र यदि हो भी तो उनको लिखावट में इतना सुन्दर 
जाल है कि वह उसो समय का मालूम पडता है जिस समय का वह दानपत्र साना 
जाता हूं। अतएवं जहाँ तक अकलेखन की रोति से लवध हैँ उन दानपत्रो की 
प्रामाणिकता को अस्वोकार नही किया जा सकता, चाहे वे आगे चल कर जाली 
ही क्यो न सिद्ध कर दिये जायें, परग्तु इसको सभावना बहुत कम हैँ | यह ध्यान 
देने योग्य हैँ कि हमारी सूची में बहुत से पाणणणलेख भी सम्मिलित हे, जिनका 
जालो होना असम्नव हूं। 
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आधुनिक दशमलव सकेत में हो। (४) भारतवर्ये में आवनिक सकेत-प्रणाजी 
के प्रार॒भिक प्रश्रोग के इस प्रमाण-विद्येप की सारहीनता के विपय में दूर की भी 
कोई सम्भावना नहीं हे ।! 

निम्नलिखित क्थन से विदित होगा कि के महोदय के तर्क और उनके निकथ 
निरावार एवं अप्रामाणिक 5 


(१) उक्त दानपत्र (एड, २, १० १९) की परीक्षा करने पर प्रत्येक व्यक्ति 
को उसकी असलियत पर पूर्ण विच्वास हो जायगा। उसकी लिखावट वडी है और 
साफ हैं, अक अत म लिखे गये हैँ और, जैसा होना चाहिए, वे तीन सौ छियालीस' 
घब्दों के ठीक बाद मे लिखे गये हैं। पुनण्च, जैसा होना चाहिए, वे खड्ड पाइग्रा 
लगाकर लिख हुए गब्दी से अलग कर दिये गये पृथक्क्ररण की इस रीति मे 
किसी संदेह का किड्ल्चिन्मात्र भी स्थान नहीं है, क्य्रोकि ऐसी रीति भारतवय 
में सामान्यरूप से प्रचलित हँ और प्राय देखने।मे आती है। यह भी अच्छी 
तरह में ज्ञात हैं कि लेखों के अत में तिथि लिखते की परिपा्टी थी। वस्लुत, 
तिथिसूचक अक प्राय कसी लेख के अन्त होते की सूचना देते हैं। दोहरी 
खटडी रेखाएँ अन्त््रिराम के चिह्न हैं। यद्यपि प्रात्रीतनतम ज्ञत' काल से ई 
भारतव में विराम चिह्न का प्रयोग होता रहा है, तो भी अभी हाल तक उसका 
प्रयोग नियमित जथवा अनिवार्य नहीं वा। भिन्न-भिन्न लेखकों ने भिन्न-मितर 
चिंत्लो का भिन्न-भिन्न प्रकार से प्रयोग किया है। अन्‍्तर्लेसों में दोहरी सटी 
रेखा या प्रयाग बावयों के अन्त में, आधे ब्लोक के बाद, पूरे हब्लोक के वाद, और 
बडे-बटे गयद्यायों के अन्त में मिलता है । जनार के अन्तर्लेख में इसका प्रयोग जर्की 
के बाद, और एक वार दान देतेबाले के नाम के वाद भी हुआ है । हस्तलिखित 


हमारो सूचो में बणित अधिकाश ताम्रपत्रो में लेखनकाल अत में दिया हुआ है । 
ऐसी वात हुविप्क के नारगाँव के दानपत्र में (आकिआलाजिकल स्व 
रिपोर्ट्स, १६०८-६, दानपत्र ५६), रुद्रदमत के अन्तर्लेख (डग,, ८, पृ० ४२) में, तथा 
अन्य अन्तलंखो ओर दानपत्रों मे भी है। 
' कुछ ताँबे के दानपत्र ऐसे भी हे जिनमें किसी विराम चिह्न का प्रयोग नहीं 
मिलता। देखिए बलर, पू्बोक्‍त ग्रथ, €०। 
“दलर, पूर्वोक्‍ता ग्रथ, पृु० ८६। 
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पुस्तकों मे अकों को खडी रेखाओ से अलग करने को प्रथा सामान्य रूप से मिलती 
हैं। ऐसा प्रप्रोंग वक्षाली हस्तलिपि' में तथा अन्य बहुत सी हस्तलिपियों में 
मिलता है। अतएवं अको का दानपत्रो के अन्त में लिखा जाना और दोहरी 
सडी पाई का अन्तविराम के रूप में प्रयोग, लेख की प्रमाणिकता पर सदेह प्रकट 
करने का समुचित आधार नहीं माना जा सकता। यह सुझाव कि अक दानपत्र 
लिखे जाने के कुछ समय बाद जोड दिये गये है अयुक्‍त है, क्योकि जब समय पहले 
ही से शब्दों में लिसा हुआ हैं तो किसी को क्या प्रयोजन कि वह बाद में अक 
जोटने का कष्ट उठावे। 

(२ ) के महोदय मानते हे कि दानपत्र के अक उसी काल के अको की 
तरह हँ जिस काल का दानपत्र हू । परन्तु उनका यह कथन कि वे अक बहुत समय 
वाद भी प्रयोग किये जाते थे असत्य है। सारिणी ३-५ और १२ को देखने 
मे स्पप्ट हो जाबगा कि आठवी शताब्दी के वाद अक ३ को सूचित करने के लिये 
तीन पड़ी रेखाओं का प्रयोग नहीं हुआ हैं। अक ४ के लिए हमारे दान- 
पत्र मे जिस चिह्न का प्रयोग किया गया हूँ, वह छठी शताब्दी के बाद नही मिलता, 
और यही बात अक ६ के चिह्न के लिए भी सत्य हैं। इस प्रकार केवल अक 
चिह्नो के आकार ही यह सिद्द कर देते हैँ कि उक्त दानपत्र छठी शताद्द। का 
लिखा हुआ हैँ, वाद का नहीं। 

( ३ ) चेदि सवत्‌ उन ३४ सवतो में हँ, जिनका प्रयोग अन्तर्लेखों और दान- 
पत्रों में मिला हँ। प्रस्तुत दानपत्र के बाद के लिखे हुए लेखो मे चेदि सबत्‌ के 
नी सवतो का प्राचीन पद्धति के अको मे पाया जाना इस प्रमाणविशेय की 
अप्रामाणिकता नही सिद्ध करता, जैसा कि के महोदय के अनुसार हम लोगो को 
समझना चाहिये। यह केवल यही प्रदर्शित करता हैँ कि भारतवर्प में भी (अक 
सकेत की ) नवीन पद्धति को अपना महत्त्व स्थापित करने के लिये प्राचीन पद्धति 
के साथ संघ करना पडा था, जैसा कि अन्य देयो में देखा गया है । अरब में नवीन 
पद्ति वा प्रचार आठवी झताव्दी में किया गया था, परन्तु पाँच-छ सौ वर्ष बाद 


' उदाहरणार्थ, ।५॥, पत्र २(अ), ।२५४८॥, पत्र २ (ब), । ३३० ॥, 
पत्र १७ (ब)। निम्न प्रकार के उदाहरण सामान्य रूप से मिलते है । १ ।४। ६। 
१६॥ पत्र १६ (ब), और।२॥, । ४ |, इत्यादि, ,पत्र ५ (4)। बहूधा असम्बद्ध 
अको बे रेखाओ से अलग नहीं किया गया है । 'उदा' और सूत्रम' इत्यादि शब्दों के 
पहले और वाद भी दोहरी सडो पाइयाँ लूगायो गयो हे । 


४ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


तक यह सामान्य प्रयोग में नही आयी। यूरोप में तो सोलहवी शताब्दी के 
पहले जो जनसाधारण नवीन पद्वति का प्रयाग करते थे वे केवल अपवादमात्र 
थे। इस बात के श्रेष्ठ प्रमाण वहाँ के कहुण्डर (2]#7श2८5) है। सन्‌ 
१५५७ से लेकर सन्‌ १५९६ तक के कलेण्डरों में साधारणत रोमन अको का 
प्रयोग है, और सन्‌ १५७८ वाले ववेबल के कलेण्डर में हिन्दू अक रोमन अको 
के साथ गौणरूप से दिये गये है । 

अतएवं हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हूँ कि गुर्जर दानपत्र भारतवर्प में 
(स्थान-मान युक्त) नवीन पद्धति के प्रयोग का प्रामाणिक उदाहरण हैं 

कुछ अन्य दानपत्रो की प्रामाणिकता के सम्बन्ध में भी के महोदय की आलो- 
चना निरावार है। ये दानपत्र हमारी सूची में ताराकित कर दिये गये हूँ। 
नवीन पद्धति के अविष्कार का स्थान 

यह पहले कहा जा चुका हैँ कि १ से लेकर ९ तक के अको के वही चिह्न 
जो भारतवर्प में प्राचीनतम काल से प्रचार मे थे नवीन पद्धति में स्थान- 
मान सकेत के साथ भी प्रयुक्त किये गये है। नवीन पद्धति से सम्बन्ध रखने- 
वाली अन्य महत्त्वपूर्ण बात बडी सख्याओ की रचना में अको का क्रम है। 
हम ऊपर देख चुके है कि प्राचीन पद्धति मे बडे अक छोटे अको के वायी 
ओर लिखे जाते थ।* स्थान-मानवाली पद्धति में भी, जिसमे वायी ओर 
के अको का अपने स्थान के कारण अधिक मूल्य है, वही क्रम है। प्राचीन 
अक-पद्धति से छेकर नवीन अक-पद्धति तक होने वाला क्रमक विकास केवल 
भारतवर्ष में ही देखा जा सकता है, और यह बात हमारे विचार से नवीन पद्धति 
वी भारतीय उत्पत्ति के पक्ष में सबसे अधिक गक्तिशाली' तर्क हैं। जैसा ऊपर 
देख चुके है, नवीन पद्चति के प्रयोग कफा सबसे प्राचीन लिखित प्रलेख ५९४ ई० का 
गुर्जर का दानपत्र हें। ससार का कोई भी देश इस पद्धति के प्रयोग का इतना 
प्राचीन उदाहरण नहीं उपस्थित कर सकता। अतएव आधुनिक अकनयद्धति की 
भारतीय उत्पत्ति सिद्र करने के छिए केवल यह लिखित प्रमाण ही पर्याप्त है। 


* स्मिय और कार्पिस्की, पूर्वाक्त ग्रथ, पृू० १३३।॥ 

* इससे यह विदित होता हैँ कि किसी अक के स्थान का निर्धारण उसके मान 
पर निर्भर रहता था। कुछ लोगो ने इसका यह अर्थ लगाया है कि यह एक प्रकार को 
स्थान-मान पद्धति थी, परन्तु यह अश्ुद्ध हैं। 


दशमलव स्थान-मान पद्धति प्‌ 


आविष्कारक अज्ञात 


यह पता नहीं कि नवीन पद्धति का जन्मदाता कौन था। यह भी नहीं 
मालूम कि यह आविप्कार किसी विद्वान-विशेष अथवा ऋषियों की मण्डली 
हारा किया गया था, अथवा किसी विश्ञेप प्रकार के एवैकस के प्रयोग के 
कारण होनेवाले क्रमक विकास का फल था। इसी प्रकार यह भी अज्ञात 
है कि इस आविष्कार का तथा इसके प्रथम बार प्रयोग किये जाने का 
श्रेय किस स्थान, नगर, प्रदेश अथवा विद्या के केन्द्र को हैं। पुरालेख-सम्वन्धी 
साक्ष्य से इस विषय में कोई सहायता नहीं मिल सकती, क्योकि अन्तर्ूूखो में 
इसका प्रयोग उस समय हुआ जब कि इसके आविष्कार को हुए बहुत समय हो 
चुका था, वस्तुत जब यह आविष्कार उत्तरी भारत मे पूर्णतया प्रख्यात हो 
चुका था। 


आविष्कार का समय 


दानपत्र वध प्रलेख होते थे और पेशेवर लोगो द्वारा लिखे जाते थे। ऐसे 
लेखको का उल्लेख दक्षिण के बौद्ध आगमो तथा महाकाव्यों में मिलता हूँ।' 
ये लोग लिखक', लिपिकार और आगे चलकर 'दिविर', 'करण' और 
'कायस्थ” आदि नामो से प्रसिद्ध थे। कल्हण के' अनुसार, काश्मीर के राजा 
लोग वैध प्रलेखो के विकषंण के लिए एक विशेष पदाधिकारी की नियुक्ति 
करते थे जो पदट्टोपाध्याय' कहलाता था। लिख-पञ्चाशिका' और 'लेख-प्रकाश' 
जैसी पुस्तकों का अस्तित्व, जिनमे साधारण पत्र, भूमि-सम्बन्धी दान-पत्र, सन्बि- 
पत्र तथा विविध प्रकार के वन्धपत्र और विनिमय-पत्रो (हुडियो) के विकर्पण की 
विधियाँ वणित है, निस्मदेह सिद्ध करता हूँ कि दानपत्रो का लेखन एक विशिष्ट 
कला थी और इन पत्रों के लिखने की रीति अपने समय से सैकडो वर्ष पहले की 
रही होगी, जैसी कि आजकल के वैध तथा राजकीय प्रलेखो की होती है। 
अतएव नवीन पद्धति के आविप्कार का समय गुर्जर दानपत्र के रचना-काल 
(६वी घताव्दी ), जिसमे इसका प्रयोग हुआ है, से कई गताव्दियाँ पूर्व-निर्धारित 


'बलर पूर्वोक्त ग्रथ, पु० ५। 
 राजतरगिणी, ५, पु० ३६७ आदि। 


४६ हिन्दू गणित-श्षास्त्र का इतिहास 


करना पडेगा। इस आविप्कार का निश्चित काछ अन्य देगो के अक-सकेत के 
विकास के इतिहास के आधार पर स्थूल् रूप से कन्पित किया जा सकता हूँ 

हीथ' के अनुसार यूनानी वर्णमालछा-सकेत का आविग्कार सातवी झतात्दी 
ई० पू० में हुआ था, परल्तु सामान्य रूप से उसका प्रयोग केवल दूसरी शताददी 
से ही हुआ। इस पकार उसके प्रसिद्ध होते मे ८०० वर्ष छगे। अरब में नत्रीन 
सकेत का प्रचलन ८वी झताद्द। में किया गया था, परन्तु उसका सामान्य प्रयोग 
५या ६ सी वर्ष वाद ही हुआ। अरब लोगों को तो गणित के परिकर्मो की प्रयोग- 
विधि के साथ संपूर्ण दशमलछव गणित ऐसे समय में प्राप्त हुई थी जब अरब मे 
बौद्धिक व्यापार अपनी पराकाप्ठा पर था, फिर भी दशमलव-पद्वति को सामान्य 
बनाने में उन्हे लगभग ५ या ६ सौ वर्ष रूग गये। बेच प्रलेखों में और ऐति- 
हासिक तिथियों के अभिलेखन में अरबवालि आज भी अपने प्राचीन वर्णमाला- 
सकेत का ही प्रयोग करते हैँ । 

पुरालेख सम्बन्धी प्रमाणो से विदित होता हँ कि आठवी शताब्दी में भारत- 
वर्ष में सामान्य रूप से नवीन पद्धति का प्रयोग होता था, और दणवी गतार्नई 
के मव्य तक पाचीन पद्धति का उत्तरी भारत से लोप हो चुका था। अतएव 
नवीन पद्तति के आविष्कार का समय प्रथम शताब्दी ई० पु० और तीसरी बताब्दी 
के ब्रीच में कही रखा जा सकता है। तथापि इस आविप्कार का वास्तविक समय 
पहली घझताब्दी ई० पू० के सन्रिकट, अथवा इसके पूर्व हीं, रहा होगा, क्योंकि यह 
पद्वति अपने आविष्कार के बहुत समय बाद तक केवल कौतुक की वस्तु रही 
होगी और इसका प्रयोग केवछ बर्डी-बटी सख्याओ के लिखने में ही किया जाता 
रहा होगा। इससे भी अविक समय जोड़, बाकी, गुणा, भाग, वर्ग, वर्गमृल 
जादि गणित के परिकर्मो के नियम बनाने मे लगा टोगा। और इन नियमो के' वन 
जाने के वाद ही गणितज्ञ छोग इसे अपने प्रयोग में लाये होगे। उसके बाद भी 


! हीय, हिस्ट्री आँव ग्रीक मैवेमेटिक्स, भाग १, आक्सफोर्ड, १६२१, पृ० ३४। 

९ ११वीं शताब्दी में लिखी गयो अल-खर्कों की अकगणित में दशमलव पद्धति 
का प्रयोग नहों किया गया है। इससे ज्ञात होता है कि उस समय अरब में गणितज्ञो 
के दो सप्रदाय थे, जिनमे से एक हिन्दू अको के प्रयोग के पक्ष में था और दूसरा जिसने 
प्राचीन अको का प्रयोग करना नहीं छोडा था। 'इन्माइक्टोपीडिया आँव इस्लाम में 
“हिसाब! पर एच० सूटर का लेख देखिए। 


प्राचीन पद्धति का अन्त ४७ 


सामान्य रूप से प्रसिद्ध होने में इसे लगभग ५०० या ६०० वर्ष लगे होगे, जैसा कि 
अरब में हुआ। इस प्रकार इस पद्धति के आविष्कार और सामान्य रूप से प्रचलित 
होने के कालो में लगभग ८०० वर्ष का अन्तर अवश्य पडा होगा, जैसा कि यूनानी 
वणमाला-सकेत के सम्बन्ध में हुआ। अतएव केवल पुरालेख-सम्बन्धी प्रमाणो के 
जाधार पर ही' हम इस आविष्कार को ईसवी सन्‌ के आरम्भ में, अधिक सम्भवत 
प्रथम शताब्दी ई० पू० में, रख सकते है। साहित्यिक तथा अन्य प्रमाणों से भर, 
जिनकी चर्चा आगे की जायगी, इस निष्कपं को समथन मिलता है। 


९ प्राचीन पद्धति का अन्त 


अक लिखने की प्राचीन पद्धति, जिसमे स्थान-मान सिद्धान्त सम्मिलित नही 

था, साधारणत सातवी जशताव्दी तक के लेखों में मिलती हँँ। उस समय के 
बाद, स्थान-मान सिद्धान्त के पक्ष मे, उसका प्रयोग वीरे-धीरे बन्द कर दिया गया। 
तो भी दशवी शताब्दी के आरम्म तक प्राचीन पद्धति का प्रयोग यदा-कदा नेपाल 
में तथा दक्षिण-भारत के लेखों में देखने को मिलता है, परन्तु इस काल के वाद 
प्राचीन पद्दति छोगो को भूल सी गयी और उसका प्रयोग बिलकुल नही हुआ। 
सातवी शताव्दी में सामान्य रूप से तो नवीन पद्धति का ही प्रयोग होता था, 
पपन्‍तु अन्‍्तरूुख आदि के लिखने मे प्रार्चीन पद्गति को मान्यता दी जाती थी। 
जाठवी शताब्दी के लिखें हुए बहुत से दानपत्र ऐसे हूँ जिनमे अक तो प्राचीन 
पद्कति के अनुसार हूँ परन्तु उनके लिखने में अजद्वियाँ है, जिससे विदित होता है 
कि उस समय लोग अक लिखने की प्राचीन पद्धति भूल चुके थे। उदाहरणार्थ, 
गीलादित्य पप्ठ के दानपत्र' में जो गृप्त सवत्‌ ४४१ ("5७६० ई०) का हैं, 
२०० के चिह्न में ४ का चिह्न जोडने की जगह, ४० का चिह्न जोझा गया है, तद- 

नसार ४०० के स्थान में ४००० लिखा गया है। इसी प्रकार एक दूसरे दानपत्र 
में, जो गागेय सवत्‌ १८३ (5७५३ ई०) का है, १८३ लिखने में शुद्धि की 

गई है। इस दानपत्र का एक विशेष महत्त्व है, क्योकि इसमे प्राचीन और 


इंडियन ऐटिववेरी, ६, पृ० १६, (दानपन्न)। 

“एपिग्रैफिया इडिवा, हे, पृ० १३३, (दानपत्र)। इसमें ८० के लिए ८ का 
चिह्न ओर ३० के लिए ३ का चिह्नू लिखा गया है। २० लिखने के लिए २ का चिह्न 
लिखकर उसके आगे एक बिन्दु रख दिया गया है। 
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नवीन दोनों पद्धतियो का एक साथ प्रयोग किया गया है।' दोनों पद्धतियों को 
एक साथ प्रयोग करनेवाला एक दूसरा मनोरजक उदाहरण आहर दानपतर 
हैं।। इस दानपत्र में ३७ वर्षों के अन्दर अनेक अवसरों पर दिये गये दानो की 
सूची दी गयी है, लेख की अन्तिम पूर्ति १०५६० मेहुई हँ। इस लेख की प्रथम 
छ पक्तियों में प्राचीन पद्धति का प्रयोग हे, परन्तु आगे की पक्तियों में प्राचीन 
पद्धति का त्याग करके नवीन पद्धति का प्रयोग किया गया है । अको के आकारों 
से स्पष्ट हैं कि लेखक प्राचीन पद्धति भरे अनभिन्न था। उदाहरणार्थ, २०० लिखते 
के लिए सु (++१००) मे प्राचीन पद्धति के अनुसार मात्रा का चिह्न न जोडकर 
२ का अक जोड दिया गया हँ। इसी प्रकार १० लिखने में भी अजुद्वि हैं, 
लेखक ने १० के चिह्न के बाद बृन्य लिख दिया है। इस लेख से प्रतीत होता 
हैं कि यद्यपि प्राचीन पद्धति का प्रयोग बिलकुल वन्द हो चुका था, तो भी लोग 
अन्तलेख आदि म उसी का प्रश्गोग करते थे, कदाचित्‌ उन्हीं कारणों से जिन 
कारणों से अध्यायो के अकन में तथा घडियो के ऊपर घटासूचक अक लिखने 
में आज भी रोमन अको का प्रयोग किया जाता हैं। 


१० शब्दाक-पद्धति 


पद्धति का वर्णन, 

ईसवी सन्‌ की प्रारम्भिक दताव्दियों में, स्थान-मान के क्रम से रखें 
हुए शब्दों द्वारा सख्याओ को सूचित करने की एक नयी पद्धति का विकास 
एवं सिद्धि की गयीं। इस पद्धति में अकों को ऐसे शब्दों द्वारा सूचित 
करते हूँ जो वस्तुओं, जीवो अथवा भावों के नाम होते थे तथा स्वयं, या शास्त्र 
के विधान से, अकवोवबक होते हँ। इस प्रकार अक १ किसी ऐसी वस्तु द्वारा 
सूचित किया जा सकता हैँ जो अपने प्रकार की एक ही है, जैसे पृथ्वी, चन्धमा, 
इत्यादि, अक २ को ऐसी वस्तु से सूचित कर सकते है जिसके जोडे होते हैं, 


दोनो पद्धतियों का मिश्चित्र प्रयोग करनेवाले अन्य उदाहरणो के लिए, देखिए 
पफ्लोट गुप्त इश्किप्शस कांस्स इस्क्रिप्टिओनम दृडिकेरम, जिल्‍्द ३ पृ० २६२, और 
इंडियन ऐंटिब्वेरी, १४ पृ० ३५१, इसमें (८००) (४) (६) 5 ८४६। 

१ मी० डी० चटर्जी, दि आहर स्टोन इस्क्रिप्लन', 'जर्नठ यूनाइटेट प्राविय्ेज 
हिस्टा रिकट सोसायटी, १६२६, ए० ८३-११६॥। 
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जैसे आँख, हाथ, यू ग्म, इत्यादि, इसी प्रकार अन्य अक भी सूचित किये जा सकते 
है। घून्य को अभ्र, आकाण, पूर्ण आदि शब्दों से सूचित करते हैं। 

इस पद्धति का प्रयोग ज्योतिष, गणित तथा छद॒ शास्त्र के ग्रथों में, समय 
सूचित करने के लिए अन्तर्ूखो तथा दानपत्रों में, और हस्तलिपियों मे भी हुआ 
है। भारतवर्ष के प्राचीन ज्योतिषियों और गणितज्ञों ने अपने ग्रथो को पद्य में 
लिखा। अतएव उनको ज्योतिष के ग्रन्थो तथा गणित के उदाहरणो में आनेवाली 
वडी-बडी सख्याओ को सूचित करने के लिए सुगम रीति की आवश्यकता पडी। 
इसी आवच्यकता की पूर्ति के लिए गब्दाको का आविष्कार हुआ, और शी घ्र ही वे 
जत्यन्त प्रसिद्ध हो गये। आज भी जब बडी-बडी सख्याओ को पद्चवद्ध करना 
होता हैँ तो इन्ही अको का प्रयोग किया जाता हूँ। 


एक से लेकर नौ तक अको तथा शून्य को सूचित करनेवाले शब्दो को स्थान- 
मान सिद्धान्त के अनुसार प्रयोग करके किसी सख्या को सरलता से व्यजित 
किया जा सकता है। इस प्रकार सख्या १,२३० को कई प्रकार से सूचित कर 
सकते है, जैसे--- 

(१) खगुणकरादि (ख-गुण-कर-आदि), 

(२) खलोककर्णचन्द्र (ख-लोक-कर्ण-चन्द्र ), 

(३) आकाशकालनेत्रधरा (आकाश-काल-नेत्र-धरा), इत्यादि। 

हम देखते हूँ कि वही सख्या शब्दाकों के द्वारा सैकडो प्रकार से सूचित 
वी जा सकती है। इस विशेषता के कारण सख्याओ को छन्दबद्ध करने में 
शब्दाक अधिक उपयुक्त सिद्ध हुए हैं। ओर अधिक विविधता लाने के लिए दस 
से बड़े अक भी कभी-कभी विशेष शब्दों द्वारा सूचित किये जाते है। 
शब्दाको की सूची 


निम्नलिखित सूची उन शब्दों की है जो इस पद्धति में अको को सूचित 
करने के लिए साधारण तौर से प्रयोग में आये है 


अवबः शब्द 


० शून्य, ख, गगन, अम्बर, आकाश, अभञ्र, वियतू, व्योम, अतरिक्ष, 
तभ, जलधरपथ, पूर्ण, रन्त्र, विष्णुपद, अनन्त, इत्यादि। 
१ आदि, शशि, इदु, विधु चन्द्र, कलाधर, हिमिग, झीताश, क्षपाकर, 


हिमायू, गीतरश्िसमि, प्रालेयाश, सोम, शबाक, मृगाक, हिमकर, 
फा० ४ 
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सुवात्र, रजतीकर, गशवर, ब्वेत, अव्ज, भू, भूमि, क्षिति, घरा 
उर्वेरा, गो, वसुन्वरा, पृथ्वी, क्षमा, वरणी, वसुवा, इला, मही, 
रूप, पितामह, नायक, तन, इत्यादि। 

२ यम, यमल, अश्वितू, नासत्य, दस्र, लोचन, नेत्र, अक्षि, दृष्टि, चक्ष, 
अम्बक, नयन, ईक्षण, पक्ष, बाहु, कर, कर्ण, कुच, ओएप्ठ, 
गुल्फ, जानू, जघा, द्वय, दन्द, युगल, युग्म, अयन, कुंटुम्ब, 
रविचन्द्री, नय,' इत्यादि। 

३ राम, गुण, त्रिगुण, छोक, त्रिजगत्‌, भवन, काल, त्रिकाल, त्रिगत, 
त्रिनेत्र, हरनेत्र, सहोदरा, अग्नि, अनल, वह्ति, पावक, वैश्वानर 
दहन, तपन, हुतागन, ज्वलन, शिखिन्‌, कृशानू, होतृ, पुर 
रत्ना (जैन), इत्यादि। 

४ बेद, श्रुति, समुद्र, सागर, अब्वि, अम्भोव, अम्भोधि, जलूधि, उदधि, 
जलनिधि, सलिलाकर, विपनिधि, वारिधवि, पयोधि, पयोनिधि, 
अम्बुधि, केन्द्र, वर्ण, आश्रम, युग, तुर्य, कृत, अय, आय, दिश, 
बन्बु, कोष्ठ, गति, कपाय, इत्यादि। 

५ बाण, शर, शस्त्र, सायक, इपु, भूत, पर्व, प्राण, पवन,' पाण्डव, 
अर्थ, विषय, महाभूत, तत्त्व, भाव, इन्द्रिय, रत्न, करणीय , ब्रत, 
इत्यादि । 

६ रस, अग, काय, ऋतु, मासार्व, दर्शन, राग, अरि, शास्त्र, तके, कारक, 

लेस्य, द्रव्य, खर, कुमारवदन, पण्मुख, इत्यादि। 


द्रव्याथिक और पर्यायाथिक दृष्टिकोणो से वस्तुओ को देखने की रोति 
को नय कहते हेँ। 
इस शब्द को महावीर ने ३ के अर्थ में लिखा हैँ, अन्य लोगो के मत से इसका 
अर्थ ५ है। 
१देखो सिद्धान्त शेबर, १ २७, सिद्धान्त शिरोमण, १, १० २॥। भट्‌टोत्पल ने 
इसे ७ के अर्थ में प्रयोग किया है, ( बृहत्म हिता, अध्याय २, पर भट्टोत्पल की टीका 
देखिए) । अलवेत्नी फी सूची में इस शब्द का अर्थ ६ दिया गया हूं, जो अशुद्ध हैं। 
जनों के सतानसार, अहिंसा, सुनृत, अस्तेय, अरह्मचर्य और अपरिग्रह 
फरणीय (अर्थात्‌ करने योग्य) कहते है। 
५ इस शब्द को महावीर ने प्रयोग किया हें। 


१० 


१४६ 


श्र 


१३ 


१४ 
१५ 
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नग, अग, भूभूत्‌, पर्वत, शैल, अचल, अद्वि, गिरि, ऋषि, मुनि, यति, 
अन्रि, वार, स्वर, धातु, अइ्व, तुरग, वाजि, हय, छन्‍्द , थी, कलत्र,, 
तत्त्व', द्वीप, पन्नगो, भय, मातृका, व्यसन, इत्यादि। 


वसु, अहि, नाग, गज, दति, द्विरद, दिग्गज, हस्तिन्‌, ईस, मात॑ग, कुजर, 

हीप, पुष्करिनू, सिन्धुर, सप, तक्ष, सिद्धि, भूति, अनुप्टुमू, मगल, 

मनोक, कमनत्‌, दुरित, तन", दिक्‌', मद”, इत्यादि । 

अक, नन्‍्द, निधि, ग्रह, रश्न, छिद्र, द्वार, गो, उपेन्द्र, केशव, ताक्ष्ये- 

ध्वज, दुर्गा, पदार्थ, लब्ध, लब्धि, इत्यादि। 

दिश्‌, दिक्‌, दिशा, आशा, अगुली, पक्ति, ककुभू, रावणशिर, अवतार, 
कमेंन्‌, इत्यादि। 

रुद्र, ईग्वर, मृड, हर, ईश, भव, भर्ग, शूलिनू, महादेव, अक्षौहिर्णी, 
इत्यादि । 

रवि, सूर्य, इन, अके, मातंण्ड, द्युमणि, भानु, आदित्य, दिवाकर, मास, 
राजि, व्यय, इत्यादि। 

विश्वेदेवा , विश्व, काम, अतिजगती, अघोष इत्यादि। 

मनु, विद्या, इन्द्र, झक्त, छोग'?, इत्यादि। 

तिथि, घस्र, दिन, अहनू, पक्ष", इत्यादि। 


' इस शब्द फो महावीर ने प्रयोग किया है, क्योकि जैन लोग ७ तत्त्व मानते हें 
अन्य लोगो ने इसे ५ के अर्थ में प्रयोग किया है । 

“इस शब्द को महावोर ने प्रयोग किया हेँ। 

इस छाब्द को महावीर ने प्रयोग किया है। 

* महावीर ने इसे ८ के लिए प्रयोग किया हैं, अन्य लोगो ने १० के लिए । 

“इस शाब्द को महादीर ने प्रपोग किया हे। 

* यह शब्द ८ और १० दोनो के लिए प्रयुक्त हुआ है। दिश्‌ और दिक 
शब्दों का प्रयोग ४ के अर्थ में भी मिलता है। 

“इस छाब्द फो फेवल महावीर ने प्रयोग किया हैं। 

* यह शब्द १ के अर्थ में भो प्रयुक्त किया गया हेँ। 

' इस शब्द फो केवल महावीर ने प्रयोग किया है। 

इसका ३ के लिए भी प्रयोग हुआ है। 

7 इसका २ के अर्थ में भी प्रयोग हुआ है। 


श्र 


हिन्दू गणित-झास्त्र का इतिहास 


नृप, भूष, भूषति, अष्टि, कला, इत्यादि । 
अत्यष्टि | 

त्रृति ! 

अतिषृति। 

नखे, कृति, इत्यादि । 

उत्कृति, प्रकृति, स्वर्ग, इत्यादि । 
आकृति, जाति (? ), इत्यादि । 
विक्ृति | 

गायत्री, जिन, अहंत्‌, सिद्ध, इत्यादि । 
तत्व'। 

नक्षत्र, उड़, भ, इत्यादि। 

दन्त, रद, इत्यादि। 

देव, अमर, त्रिदण, सुर, इत्यादि । 
जगती । 

तान ! 


स्थान-मान के बिना शब्दाकों का प्रयोग 


वेदों में अक सूचित करने के लिए वस्तुओ के' नामो का प्रयोग नहीं मिलता, 
परन्तु ऐसे उदाहरण अवश्य है जहाँ वस्तुओ को सूचित करने के' लिए अको 
का प्रश्रेग किया गया है। उदाहरणार्थ, ऋग्वेद मे वर्ष” के अर्थ में द्वादश का 
प्रयोग किया गया हैँ, और अथर्ववेद में सात वस्तुओं के' समूह (सात समुद्र, 
तथापि ऐसे उदाहरण 


इत्यादि) के अर्थ में सप्त' का प्रयोग किया गया हूँ।' 


भी है, जहाँ भिन्नो' को खूचित करने के' लिए शब्दों का प्रयोग हुआ है, जंगे, 


कलान बह, कुप्ठज- श्र, शाफचतओ । 


घब्दो द्वारा पूणसख्या सूचित करने के' सबसे प्राचीन उदाहरण २०० ई० पु० 


! यह छाब्द प्राय ५ को सूचित करता है, महावीर ने ७ के अर्थ में भी 


इसका प्रयोग किया हैं। 
* देव हिंति जुपृपुर्दादशस्य ऋतु नरोन प्रमिनन्त्येते, 
 ओोये ज्रिसप्त परियन्‍्ते (१ १ १)। 


!(७, १०३, १)। 


शब्दाक-पद्धति प्र 


के लगभग, शतपथ ब्राह्मण' और तत्तिरीय ब्राह्मण में, मिलते हँ। छादोग्य 
उर्पानपद्‌ मे भी अनेक उदाहरण है। वेदाग ज्योतिय' (१,२०० ई० पू०) में भी 
कई स्थानों पर अको के अर्थ में शब्दों का प्रयोग हुआ है ।  कात्यायन और लाद्या- 
यन के श्रौतसूत्रों मे २४ के अर्थ में 'गायत्री' का ओर ४८ के अर्थ में 'जगती' 
का प्रयोग किया गया हूँ । 

तो भी इतने प्राचीन काल मे अक-सूचक शब्द कौतुक-मात्र ही थे, अको के अर्थ 
में उनका प्रयोग विरल था। इसके अतिरिक्त हमे ऐसे उदाहरण मिले है जिनसे 
विदित होता हू कि शब्दों को दिये गये अकात्मक मानो में कुछ अस्थिरता भी थी । 
उदाहरणार्थ, एक ही ग्रथ, ऐतरेय ब्राह्मण मे, विराट' गव्द का प्रयोग एक स्थान पर 
१० के अर्थ मे और दूसरे स्थान पर ३० के अर्थ मे किया गया है। स्थान-मान 
सिद्धान्त अज्ञात होने के कारण बडी-बडी सख्याओ को सूचित करने के लिए 
शब्द सकेतो का प्रयोग नहीं हो सकता था, और उन सख्याओ को अक-सज्ञाओं 
द्वारा अथवा सख्या को टुकडें-टुकडे करके व्यक्त किया जाता था। स्थान- 
मान सिद्धान्त के विना ही बब्दाको का प्रयोग लगभग २०० ई० पू० 
में, पिगल के छदसूत्र में, मिलता है। प्रतीत होता है कि शब्दाक-पद्धति में 


स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग २०० ई० पू० और ३०० ई० के बीच में किसी 
समय हुआ । 


* चतुष्टोमेन कृतेत अयाना !' (१३ ३ २ १)। इसमें “कृत 
शब्द का ४ के अर्थ में प्रयोग हुआ हे । 

* ये चत्वार स्तोमा कृत ततू ' (१५११. १)। 

/ रूपज- १, अयल्‍"-"४, गुण नन्युग-- १२ भसम्‌ह -- २७। देखिए (याज्यो २३; 
आज्यो ३१), (याज्यों १३, आज्यो ४), (आज्यो १६), (याज्यो २५,) 
(याज्यो २०), क्रमानुसार।(याज्यो - याजुष-ज्योतिष, आज्यो८-आर्च ज्योतिष), 

* कात्यायन श्रौत सूत्र (देवर का सस्करण), पृ० १०१५। 

६ ८ ३१। 

* उदहरणार्थ, 

दक्शायुतानामयुत सहस्शणि च विशति । 

कोट्य षष्टिश्च षट्चेव ह्यस्मिन्‌ राजन्‌! मृधे हता ॥ (महाभारत, स्त्रीपर्व, 
२६ ६) । यहाँ पर ६६०१३०००० निम्न प्रकार से लिखा गया है १०(१०,०००) 
नु+१०,०० ०्नू-२० ( १,००० )+- ६० ( १,००,००,००० )न- दर ( १,००,००,००० ) ॥ 


पड हिन्दू गणित-आञास्त्र का इतिहास 


शब्दाक-पद्धति में स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग 


स्थान-मान सिद्धान्त के साथ शब्दाको का आवबुनिक रूप में प्रयोग सबसे 
पहले अग्निपुराण' में मिलता है, जिसकी रचना ईसबी सन्‌ की प्रारभिक झताब्दियों 
में हुई थी। भद्टोत्पल ने अपनी वृहत्महिता-विबृति में मूल पुलिश-निद्धान्ता 
से एक उद्धरण दिया हैँ जिसमे शब्दाक-पद्धति का प्रयोग मिलता है। उद्धरण 
में प्रयुक्त सख्या हुँ--ख (०) ख (०) अप्ट (८) मुनि (७) राम (३) अश्वि 
(२) नंत्र (२) अष्ट (८) शर (५) रात्रिपा (१) ८5 १,५८,२२,३७,८०० | 
उक्त ग्रथ' में पुलिश-सिद्धान्त के और भी बहुत से उद्धरण हैँ जिनमे गब्दाको 
का प्रयोग किया गया है। सूर्य-सिद्धान्त (ल० ३०० ई०), पचसिद्धान्तिका' 
(ल० ५०० ई०), महा- और लघु-भास्करीय/ (६२९ ई०), ब्राह्म स्फुट- 
सिद्धान्त' (६२८ई०), त्रिंगतिका” (ल० ७५० ई०), और गणित-सास्सग्रह 
(८५० ई०) आदि बाद के ज्योत्तिव तथा गणित के ग्रथ, सभी अब्दाकों 
का प्रयोग करते है। 


' अग्निपुराण, बगवासी सरकरण, कलकत्ता (१३१४ विक्रम सवत्‌) 
अध्याय १९२२-२३, १३१, १४०, १४१, ३२८-३३५।॥ आधुनिक काल के सबसे 
बडे पुराण-बेत्ता पाजिटर का कथन है कि पुराण ईसवी सन्‌ को प्रारम्भिक शताब्दियो 
फे बाद के नहीं हो सकते'। (देखिए, जनल रॉयल एशियाटिक सोसायटी, १६१२, 
पृ० २५४-५५) । सभी विद्वान मानते हे कि अग्नितुराण सबसे अधिक प्राचीन 
पुराण हैं। 

* बृहतसहिता, सुधाकर दििवेदी द्वारा सपादित, बनारस, पृ० १६३। 

पूर्वोक्त, पृु० २७, २९, ४६, ५१, इत्यादि। हम निश्चित रूप से नहीं 
कह सकते कि ये उद्धरण मूल ग्रथ से हैं अथवा बाद के किसी सस्करण से । 

१ ८, ८ १, हत्यादि। 

" महा-भास्करीय, ७, लबु-भास्करीय, १। 

5१ ५१-५५ इत्यादि। 

” सूत्र ६, उदाहरण ६, इन्यादि। 

र्‌ 9, €, इत्यादि ॥ 

यहाँ पर दिये गये प्रमाण के होते हुए भी जी० आर० के का कथन (देखिए 
इंडियन मैथेमेटिक्स, कलकत्ता, १६१५, पु० ३१) कि दाब्दाक नवीं शताब्दी में पूर्व से 
भारतवर्ष में लाये गये थे यह प्रदर्शित करता है कि या तो वे भारतीय गणित के 
प्रयो के अनिभिज्न हे, अथवा उन्होने जान-बुझकर असत्य भाषण किया हूँ। 


शब्दाकऊ-पद्धति ण्प्‌ 


पुरालेखों में शब्दाक 


शब्दाको के प्रयोग के प्राचीनतम पुरालेख-सम्बन्धी उदाहरण दो सस्क्ृत 
के अन्तलंखो' में मिलते हँ। ये अन्तरलंख कम्बोडिया में, जो प्राचीन काल में एक 
भारतीय उपनिवेश था, प्राप्त हुए है, और इनके रचना-काल क्रमानुसार ६०४ ई० 
और ६२५६० है। इसके बाद उक्त अको का प्रयोग जावा के एक सस्कृत अतर्लेख 
में मिलता हैं, जो आठवी शताब्दों का है ।' 

स्वय भारतवर्ष में तो यद्यपि ज्योतिषियो और गणिततज्ञों में तीसरी अथवा 
चौथी गताब्दी से ही इन अको का प्रयोग होता चला आ रहा है, तो भी बहुत 
समय वाद तक इनको अन्तलंखो में प्रयोग करने की प्रथा नही हुई। सबसे अधिक 
प्राचीन हिन्दू अन्तरूख जिनमे इन अको का प्रयोग हुआ हूँ ८१३ ई०" और ८४२६०* 
के लिखे हुए हैं। इसके बाद की शताब्दी में इनका प्रयोग ९४३ ई०" में प्रसारित 
पूर्वी चालक्य अम्म द्वितीय के पट्टो में मिलता हैं। आगे के काल में पुरालेख- 
सम्बन्धी उदाहरण अधिक झीप्रता से मिलते हे। बहुत-सी हस्तलिपियो में भी, 
जिनमें तिथियाँ पद्यवद्ध है, इस सकेत का प्रयोग मिलता है ।' 


उत्पत्ति और प्रारम्भिक इतिहास 


यह ध्यान देने योग्य हँ कि शब्दाको के प्रयोग से वनी हुई सस्यायो में 
अको का क्रम उस क्रम से विपरीत होता हैँ जो कि उसी सख्या को अको के 
द्वारा लिखने में प्रयोग किया जाता है। इस तथ्य से कुछ विद्वान्‌ म्रमवश 


'आर० सी० मजूमदार, एशन्ट इडियन कालोनीज इन दि फार ईस्ट,-- 
चपा, जिलल्‍्द १, लाहौर, १६२७, देखिए अन्तर्लेख न० ३२, ३६, और ४०, ४१, 
४३, ४४१ 

इंडियन ऐटिक्वेरी,१ १, पृ० ४८। 

“दि कडब प्लेट्स, इडियन ऐटिक्वेरोी, २१, पृ० ११, फ्लोट द्वारा सदिग्ध 
घोषित (कनारोज डिन्स्टोज, वाम्वे गैजेट्टियर, १, २. ३६६, नोट ७), देखिए 
चूलर, पूदंवित ग्रथ, पृू० ८६, नोट ४। 

* दि धोलपुर हस्क्रिप्शन, जाइट्भ्रपट डेर डायशेन मार्गेनूलेंडिशेन गेगेलशाफ्ट, 
जिल्द ४०, पृ० ४ड२। 

इंडियन ऐटिक्वरी, ७, पए० १८१ 
दूलर, पूर्वोक्त प्रथ, पु० ८६, नोट ७। 


५६ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


न्‍्ऊ 


इस निष्कर्प पर पहुँच गये हँ कि दश्ममलव-सकेत और आजबव्दाकों की उत्पत्ति 
दो भिन्न-भिन्न स्थानों में हुई। जी० आरण० के तो इतनी दूर पहुँच गये हैं 
कि उन्होने सुझाव दिया हूँ कि अव्दाक भारतवर्प में पूर्व से आये। इस सुझाव 
की असत्यता तो केवल इसी से सिद्ध होती है कि सस्क्ृत के अतिरिक्त किसी भी 
भाषा में शब्द सकेत के प्राचीन-कालिक प्रयोग का कोई भी प्रमाण नही मिलता। 
और भारतवर्प के अतिरिक्त किसी भी देश में चौथी जताव्दी पर्यन्त, जबकि 
भारतीय ज्योतिपी और गणितज जब्दाक-पद्धति को सामान्य रूप से प्रयोग में लाते 
ये, जब्दाक-पद्धति के प्रयोग का कोई चिह्न भी नहीं मिलता । 

इस पद्धति के विकास की प्रारभिक अवस्थाओं में हम देखते है कि शअद्घाको 
के स्थान पर अक-सज्ञाओ का प्रयोग किया जाता था, जो कि अको की भाति ही 
बायी ओर से दाहिनी ओर को लिखे जाते थे । इसका एक उदाहरण वक्षाली' हस्त- 
लिपि! (लगभग २०० ई०) में मिलता हैँ, जिसमें सख्या 

२६५३२९६२२६४४७०६४९९ ८३२१८ 

निम्न प्रकार से व्यजित की गयी है--- 

पड्विशश्च (२६) त्रिपचाश (५३) एकोनत्रिश (२९) एव च 

द्वा [पष्टि] (६२) पड्‌विश (२६) चतुष्चत्वारिश (४४) सप्तति (७०) 

चतु पण्टि (६४) न [ वनवति ] (९९ ) सनन्तरमः 

त्रिरशीति (८३) एकॉविश (२१) अष्ट (८) पकम्‌ । 
तथापि उसी हस्तलिपि में ५४ को 'चतु (४) पच (५)' से व्यजित किया गया टैं, 
और यह क्रम पहलेवाले क्रम का ठीक उलटा है। जिनभद्र गणि (५७५६०) 
ने सस्याओ को सूचित करने में, बायी ओर से दाहनी ओर के क्रम से, शब्दाको 
का प्रयोग किया हैँ इसलिए ऐसा प्रतीत होता है कि आरम्भ में, गब्दाक 
पद्धति में, अक-स्थापन के क्रम के विपय में मतभेद था। 


पत्र श्८ (अ) । विन्दियाँ यह सूचित करती हैँ कि कुछ अक लुप्त 
हँ। स्पष्ट हूँ कि प्रइन को हल करने के लिए एक बडी सख्या को अको में 
लिखने की आवद्ययकता हं। इस प्रकार का प्रइन हमें किसी बाद के ग्रथ मे नहीं 
मिला। देखिए बी० दत्त, दि बक्षाली मंयेमेटिक्स,' बुलेटिन कलकत्ता मंथेमेटिकल 
सोसायटी, जिल्द २१, पृ० २१॥ 

पत्र २७ (अ)। 

१ बहत-क्षेत्ररममास, १ ६६ आदि। 


शब्दाकऊ-पंद्धति प््छ 


पुलिश, वराहमिहिर और लल्ल आदि पहले के गणितन्नों ने शब्दाको का 
अत्यधिक प्रयोग करके दाहिनी ओर से बायी ओर को लिखने की एक पद्धति सी 
झल दी, जिसका बाद के लेखको ने सामान्य रूप से अनुसरण किया। 


दाहिनी ओर से बवायी ओर के क्रम को मान्यता देने का क्या कारण था, इस बात 
का स्पष्टीकरण किसी प्राचीन ग्रथ मे नही मिलता । हम लोगो को इसका निम्नलिखित 
कारण प्रतीत होता है, और हमे विश्वास हैं कि सभवत यही इसका वास्तविक 
कारण है उद्देश्य यह था कि शब्दाको का चुनाव इस प्रकार हो कि सख्या-सूचक 
णब्द इष्ट छद मे ठीक-ठोक बैठ जायेँ। चुनाव को आसान करने के लिए इष्ट सख्या 
को पहले अको में लिख लेते थे।, उचित शब्दों का चुनाव अब स्वभावत इकाई- 
वाले स्थान से आरम्भ होगा और बायी ओर अग्रसर होगा, जैसा कि गणित 
के परिकर्मो मे होता हैं। यह क्रम 'अकाना वामतो गति (अर्थात, अको की गति 
वायी ओर को होती हे) के नियम के अनुरूप ही है, जो कि भारतीय गणितज्ञो 
में अत्यत प्रसिद्ध धा। अतएव दाहिनी ओर से बायी ओर को अक लिखने के' क्रम 
का कारण इस वात में निहित है कि हिन्दू गणितज बब्द-सख्याओं की रचना की 
विधि को एक प्रकार के गाणितिक परिकर्म के रूप में देखना चाहते थे। 
आविष्कार का समय 


अस्नि-पुराण में, जो कि चौथी जताव्दी या इसके पहिले का लिखा 
हआ हूँ, शब्दाको का प्रयोग यह सूचित करता हैँ कि शब्दाक-पद्धति उस 
समय (अर्थात चौथी शताव्दी में) भारतवर्ष में सामान्य रूप से प्रसिद्ध हो चुकी 
टोगी, क्योकि पौराणिक ग्रथ जन-साधारण के मतलव के होते है। पुलिश- 
सिद्धान्त और सूर्य सिद्धान्त मे इसका विस्तृत प्रयोग मिलने से यह भी सूचित होता 
हैं कि चौथी शताव्दी में यह पद्धति पूर्णतया विकसित हो चुकी थी। अतएव इसका 
आविष्कार कम से कम दो घताव्दी पहले हो चुका होगा। इसप्रकार इस आविप्कार 
कृत समय १०० ई० से २०० ई० तक माना जा सकता हैं। इस निष्कर्प को इस वात 
से समर्थन मिलता है कि इस सकेत का प्रयोग कम्बोडिया मे प्राप्त ६०५ ई० के एक 
जन्‍्तलेंख मे मिलता है, जिससे यह विदित होता है कि छठी शताब्दी के अत तक 
ग्स पद्धति के ज्ञान का क्षेत्र यूरोप के तुल्य भूभाग मे फैल चुका था। 

यहाँ यह बता देना आवच्यक है कि दशमलव स्थान-मान सिद्धान्त और छब्दाक- 
पद्धति का आविप्वार एक साथ नहीं हआ था। जब दब्दामभ-पद्धति में स्थान-मान' 


८ हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


सिद्धान्त को प्रयोग करने विचार हुआ, उसके वहुत समय पहले दशमलव सकेत का 
अस्तित्व रहा होगा तया गणितजो में इसका सामान्य रूप से प्रयोग भी होता रहा 
होगा। इस प्रकार हम देखते हैँ कि आरभ म (अर्थात्‌ २०० ई० के लगभग) 
स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग, जैसा कि आजा की जानी चाहिए, अक सन्ञाओं के 
साथ किया जाता होगा। वाद में छन्‍्दों की सुविवा के लिए अक सज्ञाओं के स्थान 
में शब्दाकों का प्रयोग होते लगा होगा। अस्त में दाहिनी ओर से वायी मोर 
का क्रम भी ग्रहण कर लिया होगा, क्योकि गणितज्ञ लोग गव्द-सख्याओं की रचना 
को एक प्रकार के गणितिक परिकर्म के रूप मे देखना चाहते थे। 

उपर्युक्त विचारो के' आधार पर दशमलव स्थान-मान सकेत' के आविष्कार 
का समय, शब्दाक-पद्धति के' आविष्कार होने से कम से कम दो शताब्दी पहले 
निर्धारित किया जा सकता हूँ । परन्तु, जैसा ऊपर दिखाया जा चुका हूँ, गब्दाक- 
पद्धति का आविष्कार पहली शताब्दी के लगभग हुआ था, अतएव स्थान-मान 
सकेत के आविष्कार का समय पहली शताब्दी ई० पू० मानना पडेगा। यह निष्कर्ष 
उस निष्कप॑ के अनुरूप ही है जो पुरालेख-सम्बन्धी प्रमाणो के आधार पर स्थापित 
किया जा चका हूँ। 

११ अक्षर-सकेत 

अको को सृचित करने के लिए वर्णमाला के अक्षरो का प्रयोग सबसे पहले 
पाणिनि की अप्टाध्यायी में मिलता है । पाणिनि ने सस्कृत' वर्णमाला के स्वरो 
का अक्षरों के अर्थ में प्रयोग किया हे।' परन्तु पाँचवी शताव्दी तक इस अक्षर- 
सकेत के विस्तृत प्रयोग का कोई निश्चित प्रमाण उपलब्ध नही है। पाँचवी 
शताब्दी के लगभग कई लेखको ने, सख्याओ को पद्म मे प्रयोग करने के प्रवान उद्देश्य 


* पाणिनि की व्याकरण (अप्ठाध्यायी) में कुछ सुत्र ( नियम ) ऐसे है जो 
आगे के कुछ सूत्रों में ही प्रयुक्त होते है. सब में नहीं। ऐसे सूत्रों को पाणिनि ने स्वर 
चिह्नलो से अकित कर दिया हैं। सूत्र १ ३ ११ के भाष्य में पतजलि ने लिखा है 
कि, कात्यायन (चौथी शताब्दी ई० पु०) के अनुसार, पाणिनि ने सूत्रों के ऊपर 
एक ऐसा अक-सूचक चिह्न लिख दिया हूँ, जो यह बताता है कि वे सूत्र आगे के कितने 
सुत्रों तक प्रपुक्त होगे। कंय्यट ने इस कथन का स्पप्टोकरण करते हुए लिखा है 
कि पाणिनि के सूत्र ५ १ ३० के ऊपर लिखा हुआ स्वर 'इ” यह बतलाता है कि वह्‌ 
सूत्र आगे के २ सूत्रों में भी लगेगा। इस प्रकार, पाणिनि के अनुसार अन ९, इन २४ 
उच्ज्३े,. इंत्यादि। 


अक्ष र-सकेत ५६ 


में, अक्षर-सकेत की भिन्न-सिन्न पद्धतियों का आविप्कार किया। शब्द-सख्याओ 
में शब्द बाहुलय होने से, कभी-कभी एक ही सख्या को लिखने के' लिए एक पूरे 
ब्लोक अथवा एक से अधिक ब्लोको की आवश्यकता पडती हैँ। शब्द-सख्याओ 
का यह लक्षण, कुछ भारतीय ज्योतिषियो को, जो लघुता और सक्षेपता को वैज्ञानिक 
कृत्ति का प्रधान गुण समझते थे, स्वभावत अच्छा नहीं लगा। अतएव ज्योतिष 
ग्रथो में गब्द सख्याओ को बदलने के लिए अक्षर-सकेत का आविष्कार किया गया। 
भिन्न-भिन्न अक्षर-सकेत पद्धतियाँ', दशमलव स्थान-मान सकेत के साधारण प्रका- 
रातर हूँ जिनमे अको के स्थान मे अक्षरो का प्रयोग किया गया हैँ । यहाँ पर यह 
जानना आवश्यक हूँ कि भारतीय अक्षर-सकेत पद्धतियो का प्रयोग, यूनानी और 
बरवी पद्धतियो के प्रतिकल, न तो साधारण जनता द्वारा किया गया और न गणना 
करने मे ही हुआ। उनका ज्ञान विद्वानो तक ही सीमित रहा और उनका प्रयोग 
केवल सख्याओ को पद्मबद्ध करने में ही हुआ। 


आयंभट प्रथम का अक्षर-सकेत 

अक्षर-सकेत की एक पद्धति का आविष्कार आयंभट प्रथम (जन्म ४७६ ई० ) 
ने किया था, जिसका प्रयोग करके उन्होने ज्योतिबोपयोगी सख्याओ (बीजो) 
को दणगीतिका' में पद्यवद्ध किया है। इस सबंध में उन्होंने दशगीतिका में 
निम्नलिखित नियम दिया है 


वर्गाक्षराणि वर्गे्वर्गेष्वर्गाक्षराणि कात्‌ डइमो ये । 
खदट्दिनवके स्वरा नव वर्गेड्वर्गे नवान्त्यवर्गे वा।। 


कुछ अक्षर-पद्धतियाँ, जिनका प्रयोग पत्नाकन में मिलता हूँ, स्थान-मान 
सिद्धान्त का प्रयोग नहीं करतों। इन पद्धतियो का आविष्कार लिपिकारों ने किया 
था, जो कदाचित्‌ विद्वान बनना चाहते थे और अपने पाण्डित्य का प्रदर्शन करना 
चाहते थे। इन पद्धतियो का प्रयोग केवल लिपिकारों तक ही सीमित रहा। 

दशगीतिका में, जेसा नाम से सूचित होता हे, दस पद्चय होने चाहि 
परन्तु वास्तव सें उसमें १३ पद्य हें। इनमें से पहिले में परद्वह्म को प्रणाम करके 
वण्य वस्तु का सकेत किया गया है, दूसरे में पुस्तक में प्रयक्‍त अक्षर-प्तकेत का नियम 
समप्ताया गया ह और १३वें में विषय का साहात्म्य वर्णित हे। अतएवं इन पद्यो 
शो नहों गिना गया है। देखिए, डब्ल्यू० ई० फ्ला्क, “हिन्दू-अरेविक न्यूमरल्स', 

डियन स्टडीज इन ऑनर आव चार्ल्स रॉकवेल लैनमन, (हार्वर्ड यूनिवर्सिटी प्रेस), 

श्६२९, पृ० २३११ 


६० हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


निम्नलिखित अनुवाद में लेखक का अभिप्रेत अर्थ दिया गया हूँ 

“बर्गाक्ष रा, जिनका आदि ' हूं, वर्गस्थानो में (प्रयुक्त किये गये हैँ ), और 
अवर्गाक्षर (जिनका आदि “या है) अवर्गस्थानो मे (प्रयुक्त किय्रे गये है)। (इस 
प्रकार) डमी (>"-ड-+म) का मान वही हूँ जो 'य' का। नी स्वर, भून्यो के 
(वर्ग और अवर्ग स्थानवाले) नी जोडो के लिए (प्रयकक्‍्त किये गये हैं )। यही 
(क्रिया) नो (वर्ग और अवर्ग स्थानों) के बाद भी (प्रयुक्त की जा सकती है) ।” 

हि, ब्रास्खाउस , कर्न , वार्थ', रोडे, के, फ्लीट'”, दत्त, गागुली, 


कप 


दास'', लाहिडी४ और क्लार्क' ने उक्त नियम का विवेचन किया हैं 

ख' का अनुवाद स्थान (प्लेस) (जो वल्ार्क ने किया हैँ) अथवा जगह 
(स्पेस) (जो फ्लीट ने किया है) अथश्ुद्ध हैं। सस्क्रत साहित्य में अकस्थान' 
के अर्थ मे ख' का प्रयोग हमे कही नही मिला। ख' का अर्थ हे, रिक्त, आकाण, 
इत्यादि, गणित और ज्योतिप के ग्रथो म॑ यह शब्द शून्य के अर्थ में प्रयोग किया 


* कू, ख्‌, गू, घ्‌, डः (कवर्ग), च्‌, छू, ज्‌ झ्ू, व्य (चवर्ग ), द, ढ, ड, ढू, ण्‌ 


(टबर्ग), तू, थू, व्‌, घू, न्‌ (तवर्ग), प्‌, फू, ब, भू, म्‌ (पवर्ग), ये २४ अक्षर 


वर्गक्षर कहलाते हे। यू, र्‌, लू, व, श्‌, प्‌, सू, और ह्‌ अवर्गाक्षर कहलाते हैं। 

१ बर्गस्थान का यहाँ पर अर्थ हे, ओज-स्थान या विपम-स्थान। 

! अवर्ग स्थान का यहाँ पर अर्थ हुं, युग्म-स्थान या सम-स्थान। 

* ट्राजेक्नसस आँव दि लिटरेरी सोसायटी आँव मद्रास, १, १८२७, पृ० ५४॥ 

" जाइट्श्रूफ्ट फ्युर डी कूडे डेस मार्गनलंडेस, जिल्द ४, पृ० ८१। 

* जनेल आाँव दि रॉयल एशियाटिक सोसायटी, १८६३, पु० ३े८०॥ 

४ ऊन्ने, जिलद ३, पृ० १ृ८२। 

४ जनंल एशियाटिक, श्८८०, २, पू० ४४० । 

 जनेठ आँव दि एशियाटिक सोसायटी' आँव बगाल, १६०७, पु० ४७८: 
इडियन मैथेमेटिक्स, कलकत्ता, १६१५, पु० ३०, दि बक्षाली मैन्युस्क्रिप्ट, कलकत्ता, 
१६२७, पृ० घर 

१० जल जाँव दि रॉयल एशियाटिक सोसायटी, १६११, पूृ० १०६। 

! साहित्य-परिपद्-पत्रिका, १६२६, पृ० २२। 

5 बुलेटिन कलकत्ता मंथेमेटिकल सोसायटी, १६२६, पू० १६५॥ 

!१ इंडियन हिस्टॉरिकल क्वार्टरली, ३, पृ० ११०। 

४! ससार का इतिहास (बंगला भाषा में), जिल्द ४, पृ० १७८।॥ 

 आर्वभटीय आऑँब आर्यभट, शिकागो, १६३०, पृ० २। 


अक्षर-सकेत ६१ 


गया हैँ। अतएवं क्लार्क के अनुवाद में स्थानों के दो नव (दिटू नाइनस आँव 
प्टेसेज)' के स्थान में शून्यो के दो नव (दिट नाइन्स आँव जीरोज)' होना 
चाहिए। क्लाक ने ख' का अनुवाद शुन्‍्य न करने का निम्न कारण दिया है 
“यह इस कथन के तुल्य हूँ कि प्रत्येक स्वर, (उसमे जुडे हुए) व्यजन के अकात्मक 
मान में दो शून्य जोड देता हैं। यह (नियम) वस्तुत स्वर इ' और उसके बाद के 
स्वरो के लिए उपयुक्त है, परन्तु स्वर अ' दो शून्य नही जोडता। वह या तो एक 
भी शून्य नही जोडता अथवा केवल एक शून्य जोडता है, जो इस बात पर निर्भर 
हैं कि उसका प्रयोग वर्गाक्षर के साथ हुआ है अथवा अवर्गाक्षर के' साथ । अतएव 
मूथे अधिक सभव यह प्रतीत होता है कि यहाँ पर एक फलक से अभिप्राय है जिसमे 
ऊर्घ्वाविर कोष्ठ बने हो, न कि शून्य से, जैसा कि रोडे का विचार हूँ ।” 


स्वर शून्य नही जोडते। (कला की ) व्याख्या किसी भी स्वर के लिए ठीक 
नही वैठेगी। उदाहरणार्थ, उनकी व्याख्या के अनुसार, स्वर इ ग मे दो शून्य 
जोडेगा परन्तु य में तीन शून्य जोडेगा। 'ख' का वास्तविक अभिप्राय क्‍या है, 
टीकाकार सूर्यदेव ने निम्नलिखित शब्दों में व्यक्त किया है खानि शून्योपलक्षि- 
तानि सस्याविन्यासस्थानानि । तेषा द्विववक, खट्ठिनवकम्‌। तस्मिन्‌ खद्विनवके 
गृन्योपलक्षितस्थानाष्टादश (१८) इत्यर्थ ।/” अर्थात्‌ ख से अभिप्राय सख्या 
ब्सिने के उन स्थानों से है जो बून्य के चिह्नो द्वार। प्रदर्शित किये जाते हैँ । ऐसे 
१८ स्थान खट्टिनक है। उन खट्ठिनको में अर्थात्‌ शून्यचिह्नो द्वारा प्रदर्शित १८ 
स्थानों में, यह अथ है ।” यहाँ पर हम यह बता दे कि हिन्दू लोग अक-स्थानों 
को गन्यो द्वारा प्रदर्शित करते है । भास्कर प्रथम (६२९ ई०) ने गणितपाद के' 
दूसरे ब्लोक, जिसमे अकस्थानो की सज्ञाएँ दी गयी है, की व्यास्या मे लिखा है 


नन्‍्यासइच स्थानानामू ००००००००००:* 
जर्थात्‌, स्थानों का लेखन (करन पर मिलता है)--० ० ० ०००००००।! 
भास्कर प्रथम ने शून्य के अर्थ में ख' शब्द की जो व्याख्या की है वह अधिक 
अपप्ट है। उपर्यक्त ब्लोक की व्यारया में उन्होंने लिखा है " “खद्दिनवके स्वरा 


है खहटद्दिनवके रु ः 
: स्वरा नववर्ग। खानि शून्यानि, खाना नवक खट्दिनवक, 
तस्मिन्‌ खहिनवके, अष्टादशसु शून्योपलक्षितेषु 
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नव वर्गे । 'ख' का अर्थ घू न्‍्य है, सद्दितवक का अर्थ बून्यो का नवक है, खद्दिनवके 
का अर्थ हूँ उस शून्यों के नवक में, अर्थात्‌ 'बून्यो द्वारा प्रदर्शित १८ अकस्थानों में ।' 

अतएव यद्यपि यहाँ पर ख' अकस्थान' का समानार्थक हूँ।' ' तो भी ख को 
शून्य'ं से अनुवाद करना चाहिए। यहाँ पर अभिप्राय शून्य के चिह्ने से है, नकि 
उध्वाधिर कोष्ठो में विभक्‍त फलक से। 

“नवान्त्यवर्ग वा' का अनुवाद करने में क्लाक को बड़ी कठिनाई का सामना 
करना पडा हँ। फ्लीट का सुझाव कि वा” के स्थान में हो' होना चाहिए, 
स्वीकार नही किया जा सकता। जो अनुवाद हमने ऊपर बविया हूँ वह (भास्कर 
प्रथम, सूर्यदेव, परमेश्वर और नीलकठ द्वारा की हुई) सभी व्याख्याओ से 
सामजस्य रखता हैं। सब टीकाएँ एकमत हैँ। 


नियम का स्पष्टीकरण 


आर्यभट प्रथम के नियम से उस विधि का ज्ञान होता हूँ जिससे अक्षर- 
सकेत में लिखी हुई सख्या दशमलव स्थान-मान सकेत मे और दशमलव स्थान- 
मान सकेत में लिखी हुई सख्या अक्षर-सकेत में सूचित की जा सकती है। 
अक-स्थान निम्न प्रकार से सूचित किये जाते है 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ०0 0 0 0 


है. 


जिसमे व वर्गंस्थान को और अ' अवर्गस्थान को सूचित करता है । 

ऊपर के चित्र मे १८ अक-स्थान शून्यो द्वारा सूचित किये गये हे तथा ९ जोडो 
में विभक्त किये गये हैं, प्रत्येक जोटे में एक वर्गस्थान (अर्थात्‌ विषम स्थान) और 
एक अवर्गस्थान (अर्थात्‌ समस्थान) हैं।' वगक्षिरों (अर्थात्‌ क' से लेकर मे 


* आयंभटीय के महाभाष्कार नोलकठ लिखते हें: खद्दिनवके अर्थात्‌ 
१८ स्थानों में, जिनमें & वर्ग स्थान हुँ और €अवर्ग स्थान हे ।' देखिए आयेभटीय, 
के० साम्बशिव शास्त्री द्वारा सवादित, त्रिवेन्द्रम, १६३०, प० ६। 

* बाद के लिख हुए भारतीय ग्रथों में वर्ग और अवर्ग की जगह क्रमानसार 
विषम और सम का प्रयोग किया गया है । वर्ग का प्रयोग वर्गसख्या अथवा वर्गा- 
फार क्षेत्र के लिए भी किया गया हैं। 


अक्षर-सकेत द्रे 


तक अक्षरो) का प्रयोग केवल वर्गस्थानों (अर्थात्‌ विपम स्थानो) में होता है, और 
वे वर्गक्षर कम से १,२,३, , २५० अको को सूचित करते हैं। अवर्गाक्षरो 
(अर्थात्‌ य' से लेकर ह' तक' अक्षरो) का प्रयोग केवल अवर्गस्थानों (अर्थात्‌ 
सम स्थानों) में होता है, तथा वे अवगक्षिर क्रम से ३.४, , १० अको को सूचित 
करते हँ। प्रथम वर्गस्थान और प्रथम अवर्गस्थान मिलकर प्रथम वर्गावर्ग 
का जोडा बनाते हँ, द्वितीय वर्गस्थान और ह्वितीय अवर्गस्थान मिलकर द्वितीय 
वर्गावर्ग का जोडा बनाते है, इत्यादि। इस प्रकार के नौ वर्गावर्ग के जोडे क्रमश 
नौ स्वरो से सूचित किये जाते हैँ। प्रथम वर्गावर्ग का जोडा (अर्थात्‌ इकाई 
और दहाई के स्थान) 'अ' स्वर से सूचित किये जाते हँ , द्वितीय वर्गावर्ग का जोड़ा 
(अर्थात्‌ सेकडे और हजार के स्थान) ' स्वर से सूचित किये जाते है, इत्यादि।॥ः 
स्वर इस प्रकार स्थानों को--या स्थान सूचित करने की भारतीय पद्धति के अनुसार 
शत्यो को--सूचित करते हूं, परन्तु उनका स्वय कोई अकात्मक मान नही है। जब 
कोई स्वर किसी व्यजन मे जोड दिया जाता हैँ तब वह बताता है कि, स्थान- 
मान सिद्धान्त के अनुसार, उस व्यजन द्वारा सूचित अक का क्‍या स्थान होगा। 

उदाहरणार्थ, जब स्वर 'अ', अवर्गाक्षर य्‌' में जो३ दिया जाता है, तो उसका अर्थ 
यह हूँ कि 'यू' द्वारा प्रदर्शित अक ३ का स्थान प्रथम अवर्गस्थान अर्थात्‌ दहाई 
है। इस प्रकार य-"३०। इसके विपरीत, यदि “अ' किसी वर्गाक्षर में जोड 
दिया जाता हैँ, तब वह प्रथम वगस्थान अर्थात्‌ इकाई को सूचित करता हूँ। 
इस प्रकार ड--५, मज--२५, और ड्मा--३०। इसी प्रकार यि का अर्थ 
हूँ कि थ्‌' द्वारा प्रदशत अक ३ को द्वितीय अवग्गंस्थान (अर्थात्‌ हजार के स्थान )। 
में रवना चाहिए, तथा 'गि' का अर्थ है कि 'ग्‌' द्वारा प्रदर्शित अक ३ को द्वितीय 
वर्गस्थान (अर्थात्‌ सैकडे के स्थान) के नीचे रखना चाहिए (क्योकि 'ग्‌' वर्गा- 
क्षरहै)। इस प्रकार यि--३०००, और गिः-३००। हो सकता है कि स्थान- 


. इन अक्षरों को वर्गाक्षर कहने फा कारण यह है, कि वे पाँच-पांच अक्षरों 
के वर्गों (समूहो) में बाँट दिये गये हे। 

जब दो व्यज्जन एक साथ एक स्वर से जोड विये जाते है, तब उन दोनो 
प्यजनो द्वारा प्रदशित अको का सवन्ध एक ही वर्गावर्ग! के जोडे से रहता है , और 
दे दोनों अक आपस में जोड दिये जाते हे। जैसे इस उदाहरण में, छझम--डू--म 
नत्श्न२५७८३०१ 


दर हिन्दू गणित-श्षास्त्र का इतिहास 


सूचक शून्य, जो पहले ही लिख लिये जाते थे, मिटा दिये जाते हो और उनके' स्थान 
में अक्षरों द्वारा प्रद्णगित अक रस दिये जाते हो। इस प्रकार अकहीन स्थानों में 
स्वय ही शून्य बचे रहगे। जब ऐसा नहीं किया जाता, और घून्यो के नीचे अक 
लिखे जाते हँ, तब अकहीन स्थानों मे शून्य रखना पडेगे।' अठारह से अधिक 
अको की सख्या होने पर, अनुस्वार युक्त स्वरो की कल्पना करके, अथवा किसी 
दूसरी युक्ति से, आगे के स्थानों को लिखकर उपर्यक्त क्रिया की जा सकती है 

इस पद्धति में एक अच्छाई यह है कि संख्या सृचक शब्द बहुत छोटे बनते 
है। परतु यह अच्छाई इसके दो बहुत गडे अवग॒णो के सामने दब जाती है। 
पहला अवगृण यह हूँ कि उस पद्धति की अक्षर सख्याओ को उच्चारण करना बहुत 
कठिन हूँ। कुछ अक्षर-सख्याएँ' तो इतनी जटिल हूँ कि उतका उच्चारण हो 
ही नहीं सकता। दूसरे अवगुण के कारण इस पद्धति की अक्षर-सख्याओं में 
विविधता भी नही आने पाती, जो कि अन्य पद्दतियों में सभव है । 
कटपयादि पद्धति 

इस पद्धति में सख्याओं को व्यजित करने के लिए, १ से लेकर ९ अको 
और शून्य के अर्थ में सस्कृृत वर्णमाला के व्यजनो का प्रयोग किया गया है। 
इस पद्धति की अक्षर सख्याएँ छोटी होती है और उच्चारण में प्राय मधुर 
होती हँ। चतुर लेखक तो ऐसी अक्षर सख्याएँ बनाने मे सफल हुए हैं 
कि जिनके प्रयोग से अर्थ का तारतम्य भी बना रहता है। यह पद्धति आर्यभट 
की अक्षर-पद्धति तथा शव्दाक-पद्धति दोनों से श्रेष्ठ है। भारतवर्प में इस पद्धति 
के चार प्रकारा का प्रयोग मिलता है। कदाचित्‌ इसी अनेकरूपता के कारण 
ही यह पद्धति सामान्य प्रयोग में नहीं आयी। 


* यहाँ पर हम आयभटोय (१ ३) से कुछ उदाहरण दे रहे हे 


ऋ ड ड़ अ 
टी लिटी लए जोर, लए अलडरीसलर 
0 0 ०0 0 0 0०0 0 0 
ह्प्घ ॥] ४ कक । 
४ड ३-२० ०० >ल्|-ड॒ं३२०००० 
चयगियिड्‌ शुछुल ॥| लछ झश्ू ड य्‌ गय्‌ च्‌ 
४ ७ ७ ५४ ये मेरे इ६-५७७२५२३३५ 


* उदाहरणार्थ, निशिबुगलख्य, भद्लिक्नुखू, इत्यादि। 


अक्षर-सकेत ६५ 


पहला प्रकार 
कटपयादि पद्धति का पहला प्रकार सद्र॒त्ममाला के निम्न श्लोक में 
वर्षित है 
नज्यावचइच जूनन्‍्यानि सख्या कटपयादय । 
मिश्रे तूपान्त हलू सख्या न च चिन्त्यो हलस्वर ॥। 
अर्थात्‌, “न, ञआ, और स्वर शुन्य-सूचक है, क्‌ू, ट, प्‌ और यू से आरम्भ होने- 
वाले व्यजन (क्रम से १, २, ३, आदि) सख्याओ को सूचित करते है। मिश्र- 
व्यजनों में (केवल) स्वर-युकत अतिम व्यजन सख्या सूचक होता है, स्वर-रहित 
व्यजनों से सख्या न समझना चाहिए।” 
जतएवं इस पद्धति के अनुसार 
क्‌, टू, प्‌, यू अक १ को सूचित करते हैँ । 
ख़्‌, ठ्‌, फू, रू ) र्‌ 72 7) 8 
हक 38232 
घू,ढ्‌, भू, व्‌ 


रे 
न फ 8 
टड, णू, म्‌,ण्‌ 25 5 


चू ५ त्त्‌ 7 फू 75 


छू, थ्‌, सृ 
हि ध्द् ् 


ल्‍कगी 
कि 

< 
कद 
हज 
कक] 


ज,द,२? 
एज 


० (७ ७ 


श्‌्ष्‌ 


हक 37 


ज््‌, नू और केवल स्वर ,, ० 


37 8 ५५ 

स्वर युवत व्यजनो का अको के स्थान मे प्रयोग उसी भांति होता हैँ जैसे स्थान-मान 
सवेत में। सयुक्‍त व्यजनों मे केवट अतिम व्यजन का अकात्मक मान होता है। 
पक्षर-सस्याओ की रचना में दाहिनी ओर से वायी ओर के क्रम का प्रयोग किया 
जाता हूँ, जैसे कि बब्दाक-पद्धति में होता है, अर्थात, इकाईवाला अक पहले 
लिखा जाता हूँ, उसके वाद दहाईवाला, उसके वाद सँकडेवाला, इत्यादि। निम्न 
उदाहरण, जो अतर्लेखो, दानपन्नो, और हस्तल्पियों से उद्धृत क्ये गये हैं, इस 
पद्धति का स्वरूप स्पष्ट कर देगे 

५ 
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9 है है 

(१) रा-घ-वा-य रू १४४२, 
४ ४ ६ 

(२) भ-व-ति ६४४, 
७ ०? डे 

(३) थ-त्त्या - छो - के +-१३१०, 
६ ४३४३१ 

(४) त-त्त्वा-लो-के 5१३४६, 


२८०० हे १ 9 कह 
(५)' ख-गो-न्त्या - न्‍्मे-प- मा -पे 


॥ 


7५५९७०9२३ 
४ ु 


ल्‍्फ 


इस पद्धति के उद्गम की खोज ५वी शताब्दी पीछे तक की जा सकती हैँ । 
यूर्यटेव के एक कथन' से, जो उनकी आय॑भटीय-व्यास्या में मिलता है, यह प्रतीत 
होता है कि यह पद्धति आर्यभट प्रथम को ज्ञात थी। 


दूसरा प्रकार 
आयंभट द्वितीय (लगभग ९५० ई०) ने उपर्युक्त पद्धति के एक युधरे 
हुए रूप का प्रयोग किया है । इस प्रकारान्तर मे व्यजनों के वही मान हूँ जो 
ऊपर बताये जा चुके हँ, परत्तु केवल स्वरो या व्यजन युक्त स्व॒रो का कोई 
सख्यात्मक मान नहीं है। और पहले प्रकार के विपरीत, मिश्र व्यजन के 
अत्येक व्यजन का स्थान क्रम के' अनुसार अकात्मक मान होता हैं। अक्षर सख्याओं 


! एपिग्रेफिया इडिका, जिल्द ६, पू १२१। 

* इंडियन ऐटिक्वेरी, २, पू ३६०१। 

! एपिग्रेफिया इडिया, ३, प्‌ू २२६। 

* एपिग्रेफिया इडिका, ३, पृ. ३े८। 

“ यह पड़गुरुशिष्य की सर्वार्थानुक्रणणी-व्यास्या का रचना काल है, जो 
क्लियुग-सवत में हैं। इस का लगत ई० सन्‌ ११८४ हें। 

* देखिए, दशगीतिका के परिभापा-यूत्र की सूर्यदेव कृत व्यास्या। सूर्यदेव 
लिखते है “वर्गक्षराणा सस्याप्रतिपादने कटपयादित्व नञ्योइच शून्यत्वमपि 
सिद्ध, तन्निरासाथ कात्‌ ग्रहणम्‌।” अर्थात्‌, वर्गाक्षरों की सहायता से सल्या 
प्रतिपादन करने में क-ट-पू-य्‌ आदि का ससयात्व और न्‌ तथा आ का शून्यत्व प्रसिद्ध 
है, अतएवं उस पद्धति का खण्डन करने के हेतु 'क से आरम्भ करके' कहा गया है।” 
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में अक्षरों का क्रम बायी ओर से दाहिनी ओर को होता है, ठीक उसी प्रकार 
जैसे किसी सख्या को अको मो लिखने में अको का क्रम होता हैँ।' दोनो 
प्रकारों का अन्तर, अक्षर-सख्या ढ-ज-हे-कु-न-हे-त्‌-स-भा से स्पष्ट किया जा सकता 
है। आर्यभट द्वितीय के अनुसार यह अक्षर सख्या ४८८१०८६७४ सस्या को सूचित 
करती है, और प्रथम प्रकार के अनुसार ४७८० १८८४ सख्या को सूचित करती हूँ । 


तीमरा प्रकार 

इस पद्धति का तीसरा प्रकारान्तर ब्रह्मा में प्राप्त पाली भाषा की कुछ हस्त- 
लिपियो में देखने को मिलता हैं। यह पद्धति सभी' बातो में पहले प्रकार की 
पद्धति के समान है, अन्तर केवल इतना है कि इस पद्धति में सत--५, हत-६ 
और छ--९। इन अक्षरों के अकात्मक मानो में अन्तर होने का कारण कदाचित्‌ 
यह हूँ कि पाली वर्णमाला मेश और ष अक्षरों का अभाव है । 


चौथा प्रकार 


चौथा प्रकार वह हँ जो दक्षिण भारत मे प्रचलित था, और केरल-पद्धति 
के नाम से विख्यात ह। यह भी पहले प्रकार के सदृश हैँ, अन्तर केवल इतना 
है कि इस पद्धति के अनुसार वनी हुई अक्षर सख्याओ मे अक्षरों का क्रम बायी 
ओर से दाहिनी ओर को होता है, ठीक उसी प्रकार ज॑से किसी सख्या को 
अको में लिखने में अको का क्रम होता हूँ । 
अक्षरपल्ली 


प्राचीन हस्तलिपियो के पत्राकन में जिन अक-सूचक अक्षरादि का प्रयोग 
मिलता है, उनके आकारो और क्रमो में विविध प्रकार की विलक्षणताएँ दृष्टि- 
गोचर होती है। इन अक-सूचक अक्षरों को अक्षरपल्ली, अर्थात्‌ अक्षर-पद्धति, 


.  महासिद्धान्त (१ २) में इस पद्धति का विवरण इस प्रकार दिया गया 


रूपात्‌ कटपयपूर्वा वर्णा वर्णक्रमाद्भवत्यका । 
ज्यनों शून्य प्रथमार्थे आ छेदे ऐ तृतीयायें॥ 
| भहानिद्धान्त, १, १०। 
“एल० डी० वार्नेट, जर्नल आँव दि रॉयल एशियाटिक सोसायटी, १६०७, 
प्‌ृ० १२७ आदि। 


द्८ 


कहते है ।' 


हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


इस पद्धति मे अको को सूचित करने के लिए उसी भाषा के' अक्षरों 


का प्रयोग करते हैँ जिस भाषा में हस्तलिपि लिखी रहती है। नीचे हम' प्राचीन 
हस्तलिपियो मे प्राप्त होने वाले अकसूचक अक्षरादि की एक सूची दे रहे हैं।' 


! 


पे 


न्<्‌-ह्ए 


७० 0 (७ & >»0 -<* ४७ 


२० 
३० 


प्‌ 65 


६० 
9० 


८० 


९० ज+ 


न्न्ए, स्व, ऊं 

न्न्द्वि, स्ति, न। 

ल्त्त्रि, श्री, म । 

लल्डक, अंक, डका, ण्क, प्कं, गक, पक, 'प्क (प्के), 


- म , फ्र, पु। 

चत्‌,तु,र्ता, नू, ह, नू। 

न्त्फ्र, फ्रे, फ्रुं, घ्य, अर, पू, व्या, पल। 
स्त्ग्र, ग्रा, , ग्रश्रा, ग्गा, अ। 
न्त्ह्न, हँ, हा, द्र। 

स्च्ओ, उ, उँ, उ, ऊ, आ; नूँ। 
जजल, ले, छ, ण्ट, डा, आ, प्ता। 

नच्थय, था, थे, था, घ, घे, प्व, व। 
सन्ल, ला, ले, रका। 

नप्त, प्तें, प्ता र्प्ता, प्न। 


हज 5 20055 0 


नतचु,वु, घु, थु, थ, थू, थूं, थे, घुं, घु। 


व्नक मेँ, थू। यू ते, मतों । 


९5% 


ण्ग् ९०, (2. (०, | () पु 
(2, ६3, (3, 6३ “9 ः 


४ 5 3, 
२०० ल्‍च्सु, सू, सं, आ, लू, घ। 


५5 


१आकारो के लिए सारिणियाँ देखिए। 

* देखिए ओझा, भारतीय प्राचीन लिपिमाला, पु० १०७ आदि। 
१ यह उपध्मानीय का चिह्न हें! 

* यह भो उपध्मानीय का चिह्न हें! 
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३०० --स्ता, सू, ज्याू, सा, सु, सु सू। 

४०० न्त्सो, स्तो, स्ता। 

उपर्युक्त सूची से स्पष्ट हे कि एक ही अक को सूचित करने के लिए विभिन्न 
प्रकार के अक्षरों का प्रयोग किया गया है। यह विभिन्नता बहुधा अल्प है और 
जान-वूझकर की गयी हू, और कदाचित्‌ अक सूचक अक्षरों और साधारण अक्षरों का 
भेद प्रदर्शित करने के लिए है । कुछ अन्य अवस्थाओ में अन्तर बहुत अधिक हैं, 
जो (वूलर के अनुसार) प्राचीनतर चिह्नो को अशुद्ध पढने के' कारण अथवा भिन्न- 
भिन्न भाषाओं में उच्चारण-भेद होने के कारण॑ उत्पन्न हो गया है । हस्तलिपियो 
के पत्राकन मे, अक्षर-सख्याओ को पत्रों के हाशिए पर लिखने की प्रथा हैं । 
स्थानाभाव के कारण इन अक्षर-सख्याओ के अक चीनी-पद्धति के अनरूप 
एक दूसरे के नीचे लिखे रहते है । यही प्रथा बावर हस्तलिपि मे भी हैँ, जो छठी 
गताब्दी में लिखा गया था। बाद की हस्तलिपियो मे, पत्राकन मे, अक्ष रपल्ली 
और दशमलव दोनो पद्धतियों के अको का प्रयोग मिलता है। कभी कभी तो 
इन अको का सम्मिश्रण भी कर दिया गया हैं, जेसा कि निम्न उदाहरणो मे है ' 


धुद ला 5 | ड 

हज ' “अल न १५०० न्‍जरः ० , ०२ प८ ० ; 
रे | 5 
| सु सु 

१३१ -+5ऋ ला, १७० न्‍ः 0 , २०९ 5: ०। 
१ ० र्डं 


अक्षरपल्ली का प्रयोग जेन हस्तलिपियो मे सोलहवी शताब्दी तक मिलता 
हैं। उस समय के बाद दश्मलव पद्धति के अको का ही प्राय प्रयोग हआ हैँ । 
सालावार मे अक्षरपल्ली से मिलती जुलती पद्धति का प्रयोग आज भी होता है ।' 


देखिए ओझा, भारतीय प्राचीन लिपिमाला, पु० १०८। 
इस पद्धति के अक्षराक यह है -- 
१--न, रच, सेन्जन्‍्य, ४८"-प्क्र, ईसत्झ्य, ६८"चहा (ह), 
ज्स्ल्ग्र, पन्‍्सप्र, &कलद्रे (? ) १०--स, २०ल्‍चठ, ३०ल्‍चल, 
४०च-प्त, ४०८--व, ६०७८-५८, ७छ०”"-र (जज), ८०८-च, 
€०८-ण, ५०००चल्‍-त्य। 


देखिए जनंल आँव दि रॉय ऐस्ट्रागामिकल सोसायटी, १८६६, पृु० ७६०। 


७० हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


अन्य अक्षर पद्धतियाँ 

(अ) दक्षिण भारत (मालाबार और आल्य), लका, ब्रह्मा और स्याम में 
प्राप्त कुछ हस्वलिपियों में अक-सकेत की एक अन्य पद्धति का प्रयोग मिलता है 
जिसमे सस्क्ृत वर्णमाला के १६ स्‍्वरों और ३४ व्यजनों से अक सूचित 
किये गये है। अ' स्वर से युक्त ३४ व्यजन क्रम से १ से लेकर ३४ अको 
को सूचित करते हू, आ' स्वर युक्त ३४ व्यजन क्रम से ३५० से लेकर ६८ अको 
को सूचित करते हैँ, इत्यादि ।' 

(ब) लका से प्राप्त कुछ पाली हस्तलिपियो में एक अन्य पद्धति का प्रयोग है ।* 
इस पद्धति में १६ स्व॒रयुक्त 'क' क्रमानुसार १ से छेकर १६ अको को सूचित करते है , 
१६ स्वर युक्त ख' क्रमानुसार १७ सै लेकर ३२ अको को सूचित करते है, इत्यादि । 
इस प्रकार कज>+१, का--२, किज> ३, कीज"४, कु--५, कू>+६, कृष5७, कूर-८, 
क्लु->९, वल--१०, के-+ ११, कोज+ १२, कै १३, कौर १४, क-- १५, क--१६, 
इत्यादि । 

(स) वियना इपीरिअल लाइब्रेरी में सुरक्षित एक पाछी हस्तलिपि में इसी 
प्रकार का अन्य सकेत मिलता हूँ जिसमें सस्क्ृत वर्णमाला के १२ स्वरो' और ३४ 
व्यजनों का प्रयोग है। इस पद्धति में १२ स्वर युक्त 'क' क्रमानुसार १ से लेकर 
१२ अको को सूचित करते है, १२ स्वर 'ख' क्रमानुसार से १३ से छेकर २४ अको 
को मूचित करते हूँ, इत्यादि । 

इन पद्धतियों का प्रयोग, उत्तरी भारत मे कम से कम तीसरी अताब्दी के 
वाद नहीं हुआ। इन का आविष्कार कदाचित्‌ हस्तलिपियों के लिपिकारों ने 
किया था। 


१२ शून्य का साकेतिक चिह्न 
प्रारभिक प्रयोग 
शून्य के साकेतिक चिह्न का प्रयोग पिगल (लगभग २०० ई० पू०) ने अपने 
छदःसूत्र नामक छद॒ शास्त्र के ग्रथ में किया था। उन्होंने इस प्रश्न का 


* बर्नेल, साउथ इडियन पैलियोग्रेफी, लदन, १८७८, पृ० ७६। 
* पुर्वोवत ग्रथ। 
' ऋ, क्र, लू और लू स्वर छोड दिये गये हे । 
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हल दिया हैँ कि दो वस्तुएं न' स्थानों पर कितने प्रकार से स्थापित की जा 
सकती है, जत्रकि दोनो वस्तुओ का प्रयोग एक से अधिक वार किया जा सकता 
हो। पिगरल द्वारा कल्पित दो वस्तुएँ लघु और गुरु मात्राएँ हँ, जो क्रश ल' 
और य' से सूचित की गयी हँ। यह ज्ञात करने के लिए कि रूघू और गृरु 
मात्राओं का प्रयोग करके' न' मात्राओ वाले छद कितने प्रकार के बन सकते हैँ, 
पिगल ने छोटे-छोटे सूत्रों में निम्न नियम का कथन किया हूँ 
“आधा करने पर, अक २ (स्थापित करो) , ”' “१ घटाने पर, घून्य 

(स्थापित करो), “शून्य होने पर, २ से गुणा करो,” “आधा 

करने पर, वर्ग करो”। 

उपर्युक्त सूत्रों का अथ नीचे दी हुई गणना से स्पष्ट हो जायगा। यह गणना 
गायत्री छद के लिए हैँ जिसमे ६ मात्राएँ होती है ।" 


अ ब 
अक स्थापन करने पर ६ 
आधा करने पर ३ | अतएव २ रथापित करने पर २ 
३ को आधा करने पर पूर्ण- 
सस्या नही मिलती अत- 
एवं उसम से १ घटाने पर |२।| अतएव शून्य स्थापित करने पर ० 
आधा करने पर १? | अतएव २ स्थापित करने पर र्‌ 


£ का अर्धीकरण न हो सकने से, 
» घटाने पर ० | अतएव चनन्‍्य स्थापित करने पर [० 
बून्य बचने से किया समाप्त हो गयी। 


' पिगल छतन्‍्द सत्र, श्री सोताराम द्वारा सपादित, कलकत्ता, १८-४०, ८रे८। 


“ पूर्वोचित,, ८२६। 

“ पूर्वीदत, ८३०। 

“पूवोदित,, ८३१। 

७ मात्राओ के लिए, निम्न क्रिया हूं 

१ घटाने पर ६, अतएव स्थापन ० दूना करने पर श्स्८ 
आधा करने पर ३, ,, 9. ०४२ वर्ग करने पर द्ड 
१ घटाने पर २, +» 3३ .. “(6 दूना करने पर छः 
आधा फरने पर १, , ४ (जे वर्ग करने पर ८ 
१ घटाने पर ०; » क्... ० १ (का) दूना करने पर २ 


अतएवं १२८ उत्तर हूँ। 


७२ हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


उपर्युक्त रथापन के बाद गणना का आरम्भ “व! कोप्ठक के सबसे नीचेवाले 
अक ० से होगा। अपने पास अक १ की कल्पना करके, ० के स्थान में उसे 
दूना करो, इस प्रकार २ प्राप्त होगा। २ के स्थान मे उसका वर्ग करो, इस प्रकार 
२ प्राप्त होग।। पुन ० के स्थान में उसे दूना करो, इस प्रकार २? प्राप्त 
होगा। अन्तत २ के स्थान में उसका वर्ग करो, इस प्रकार २ अर्थात्‌ ६४ 
प्राप्त होगा । अत ज्ञात हुआ कि २ वस्तुओ का ६ स्थानों में स्थापत ६४ पकार 
से किया जा सकता है। 

उपर्युक्त गणना मे दो प्रकार की. क्रियाओ, अर्थात्‌ (१) आधा करने की क्रिया 
और (२) आधा न होने पर १ घटाने की क्रिया, का अच्तर बतलाने के लिए 
दो प्रकार के सकेतो की आवश्यकता पडती है। इन दो प्रकार के सकेतो के लिए 
किन्ही दो अभीष्ट चिह्नो का प्रयोग किया जा सकता था। प्रच्न यह उठता है 
कि पिगल ने इन दो सकेतो के' लिए “₹ और “' का ही प्रयोग क्यो किया 
है ? सकेत '२' तो आसानी से समझाया जा सकता है, क्योकि अर्थीकरण की 
क्रिया से दो का--अर्थात्‌ दो से भाग करने का आभास होता हूँ । दूसरे सकेत बून्य' 
का प्रयोग कदाचित्‌ इसलिए किया गया था, कि उस समय शून्य का प्रयोग 
अभाव या घटाने! के' अर्थ में होता था। इन दोनो अर्थों में शून्य का प्रग्रोग 
भारतीय ग्रथो में प्राचीन काल से मिलता है। पिंगल का उल्लेस दर्शित करता 
हैँ कि हिन्दू लोगो के पास २०० ई० पू० के पूर्व शून्य का साकेतिक चिह्न 
था, उसका स्वरुप चाहे जो रहा हो। 

बक्षाली हस्तलिपि (३०० ई० ) में भी, गणना करने मे, घून्य का प्रयोग 
किया हैं। उदाहरणत, पत्र ५६ (ब) में लिखा हैं-- 

















5५ > 
८८० | ९६४ करने ८४८३२० 

गण मला 

62 ॥ 5660 # | गीत पर मिला १४११२ | ! 

अलग रखे हुए ४० का वर्ग है| १६०० | , इसको अब मे घटाने पर मिला 
<४६७२० *ः करने लि पर मिला ह। 

अपवबनन ः र 2] ध्ज् 
58088 ॥ ७“ अ विगत आग पर मिला |_६०|। 








' उदाहरणार्थ, पृथदकस्वामी ने व (नल्‍्वर्ग) ओर ग (चन्गुण) का 
प्रयोग किया है, तथा महावीर मे & और ० अको का प्रयोग किया है। आगे 
देखिए ) 


शून्य का साक्रेतिक चिह्न ७३ 


उक्त ग्रथ में इस प्रकार के अनेक उदाहरग है । इन उदारणो को देखने 
पर विदित होगा कि यदि उनमे से अक निकाल लिये जायें तो प्रयुवत वाक्य 
निरर्थक हो जायेंगे। अतएव ग्रथ की मूल रचना के समय ही उन अको 
का समावेण किया गया होगा। इसमे संदेह नहीं कि वे वाद के प्रक्षप 
नही हूँ। जूच्य का स्पप्ट उल्लेख तथा उसका गणना में प्रयोग दिखाने के छिए 
हम उसी ग्रय से निम्नलिखित अण उद्बृुत करते हूं 


दा 


2207 367 के | ० जून्य में १ जोड कर 











३ | ४ 
११ 


[सूत्र का प्रयोग करने पर) प्राप्त हुआ १॥।२।३।॥४॥।॥ ४ 
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पच्र-सिद्वान्तिका (ल० ५५० ई०) में कई स्थानों पर शून्य का उल्लेख हैं। 
एक उदाहरण यह हैँ 

“मेष राणि (के सात ज्याखडो) में (प्रत्येक में) ७ और अन्तिम (आठवें 
ज्याजड) में ६, वृषराणि (के आठ ज्याखडो) में क्रम ६, ६, ६, ५, ५, ५, 
४ और ४, और मिथुन राणथि (के आठ ज्याखडो) में क्रण ३, ३, २, २, १, 
१, ०, ० कलाएंँ होती हूँ ।” 


यहाँ पर बन्‍्य को उसी प्रकार का अक कल्पित किया गया हैं जसे १, 
२, ६, इत्यादि होते हें। यदि इसका कोई अन्य अर्थ किया जायगा तो सगत 
न होगा। उक्त ग्रथ में छद-रचना की सुविधा के लिए सस्याओ को पकट 
वरने में घन्य को जोडने और घटाने का भी प्रयोग किया गया है। उदाहरणत 


* हस्तलिपि में शून्यों के स्थान में विन्दरुओ ( ) का प्रयोग किया गया हूं । 
जाधुनिव प्रणादी के अनुसार इसको इस प्रकार लिखेंगे-- 
यन॑- श्यन॑- शेय-+ धैयन- २०० । 
सूल में युत' शब्द का प्रयोग किया गया हूँ । 
वक्षाली हस्तलियि, पत्र २९ (व) । 
पच्‌-सिद्धान्तिवा, ४, १२॥ 


४ हिन्दू गणित-नझ्ञास्त्र का इतिहास 


४२, ३, ९, १२, ९, ३ और ० को (अलग अलग) ३६ में जोइने पर दिन 
प्राप्त होते है ।”' 

इस प्रकार के उदाहरण, सव के सब, पचसिद्धान्तिका उन्हीं भागों में मिलते 
हैँ जो पुलिश-सिद्धान्त से सबन्ध रखते हँ । इसये यह प्रतीत होता है कि एसे 
वाक्य पुलिग-सिद्धान्त के ही उद्धरण हैं। अतण्व बिना किसी कठिनाई के 
यह निष्कर्ष निकाला जा सकता हैँ कि आचार्य पुछिण शून्य के अकात्मक मान से 
अवगत थे। यह तो वबतलाया ही जा चुका है कि उन्होंने शब्दाको का प्रयोग 
किया था। 

वराहमिहिर के समकालीन लेखक जिनभद्र गणि (५२९-०८१९) की रचनाओं 
में घून्य के अकात्मक प्रयोग के निर्णयात्मक प्रमाण मिलते है । गून्यन्गभित बडी- 
बडी सस्याओ का वर्णन करने में, लाघव की दृष्टि से, उन्होंने पाय. यह बतलाया 
कि उन सस्याओ मे गून्‍्य की पुनरावृत्ति कितने बार हुई है। उदाहरणत, 
उन्होंने २,२,४,४०,००,००,००० को इस प्रकार लिखा हं--वबाईस, चवालीस 
आठ गून्य', और ३२,००,४०,००,००,००० को इस प्रकार--वत्तीस दो चून्य 
चार आठ चून्य'। उसी ग्रथ में अन्य स्थान पर 
४४०३१५० ४०३१५ 
हसन २४१९६० स्द्धग 
का वर्णन इस प्रकार हँ-- 

“दो स्थख इकतालीस हजार नी सौ साठ, शून्य से अपवर्तत करने पर अथ हैं 
चार-पून्य-सात-एक-पाँच और हर है चार-आठ-्तीन-नौ-दो | 

ह ध्यान देने की बात हैँ कि 'अपवर्तन' शब्द का तात्पय वही है जो आजकल 
की अकगणित में “किसी भिन्न को, उसके अश और हर को उभयनिष्ठ गृुणनखड 





२८४१९६० 


/ पच-सिद्धान्तिका, अध्याय १८, इलोक ३५, इस प्रकार के अन्य उदाहरण 
निम्नलिखित स्थलों पर भी हैँ ३ १७, ४ ७, ४ ८, हें ११, शैि८ ४४, 
१८ ४५, १८ ४८, १८ ५१। 

* बृहत्‌-क्षत्रसमास, सलयगिरि कृत टीका के साथ सपादित, बबई 
१६६। । 

 पूर्वोक्त ग्रथ, १ ७१। अन्य उदाहरण इन स्थलों पर हे--१ ६० 
६७, १०२, १०८, ११३, ११६, इत्यादि ॥ 

४ पू्वोक्षत ग्रथ, १ ८३। 


शून्य का साकेतिक चिह्न ७५ 


से भाग देकर सक्षिप्त रूप मे परिणत करने का' होता है। अतएवं जिनभद्र गणि 
का घून्‍्य, अभाव-पदर्शक भावना मात्र नहीं हैँ वल्कि निस्सदेह उससे तात्पर्य 
गणित के अक-सूचक चित्त से हूं। 

जिनभद्व गाण के समकालीन सिद्धसेन गणि ने उमास्वातिकृत तत्त्वार्यधिगम- 
सूत्र पर अपनी टीका में, गणित करने मे, शून्य का प्रयोग किया है जो कि निम्न- 
लिखित दो आदर्श उदाहरणों से प्रमाणित होता हैं | 


हद े 


णेप है ३५,३२४,४०,००,००,०००। इसका वर्ग निकालते है 
भाठ बूत्यों के आधे ४ बघून्‍्य होते हे, शेप का वगगंमूल है १८८, अतएव इष्ट 
वर्गमूल हुआ १८,८०,००००।” 

“चार बून्यो को हटाने पर, उसके वाद लव्धि मिलती हूँ १,००,००० ।" 

भास्कर प्रथम (६२९ ०) ने अपनी महाभास्करीय में शून्य को घटाने की 
चर्चा की हूँ । अपने अयंभटीय-भाष्य मे उन्होने स्थान-मान युवत अको का, शून्य 
के साथ, प्रयोग किया है। जैसा बताया जा चुका है, उन्होने अक स्थानों को 
सूचित करने के लिए भी शन्‍्यो का प्रयोग किया हें। 

अकगणित और वीजगणित के सभी उपलब्ध भारतीय ग्रन्थों में एक प्रकरण 
थून्य के परिकर्मो से सम्बन्ध रखता हे, जिसमे मूल और घात की क्रियाएँ सम्मि- 
ब्िति रहती हूँ। इन परिकर्मो का विस्तृत वर्णन आगे किया जायगा, परन्तु 
यहाँ पर इस बात की ओर सकेत किया जा राकता हैँ कि शून्य के गाणितिक 
परिकर्म तभी सभव हो सकते है जब साकेतिक चिह्न के द्वारा प्रदर्शित अक 
के रूप में शून्य का अस्तित्व पहले से ही स्वीकार कर लिया जाय।' 


* उमास्वाति-कृत तत्वायाधिगम सूत्र, स्वयक्ृत टीका युत, सिद्धसेन- 
गणि की व्याख्या सहित, एच आर कापडोया द्वारा सपादित, बम्बई १६२६, 
३ ११ (वच्याख्या)। 

,. स्मिथ और कार्पिस्की (हिन्दू भरेविक न्यूमरल्न, पृ० ५३) लिखते 
है “महावीराचायं के गणित-सार-सग्रह में, जबकि यह पग्रथ स्थान-मानवाले 
अबी का प्रयोग नहों करता, इसी प्रकार फा शून्य-सम्बन्धो विवेचन हैं।” इस 
पथन छा पहला भाग अशुद्ध है, क्योकि महादोर ने हमेशा स्थान-मान वाले अको 
बा प्रयोग किया हँ। वस्तुत गणित-सार-सपग्रह में स्थान-मान से रहित अको का 
चिल्नू भो नहों मिलता। जे० ट्राप्के का कयन (गैसिस्टे डेर एलोमेटरी म॑थे- 
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शून्य का आकार 

प्राचीन ग्रथों के उपर्युक्त उद्धरण निर्णयात्मक रूप से प्रमाणित करते हैं कि 
ईसवी सन्‌ की प्रारम्भिक गताव्दियो से शून्य की गणना अको में की जाती थी 
और उसे सूचित करने का एक साकेतिक चिह्न भी था। इस साकेतिक चिह्न का आकार 
कया था, सन्देहात्मक है। वक्षाली हस्तलिपि में भून्य के लिए बिंदु का प्रयोग 
किया गया हैँ, परन्तु इस ग्रथ की उपलब्ध प्रति आठवी या नवी घताद्दी की है, 
अतएवं यह नहीं कहा जा सकता कि उक्त आकार वही हैं जो वक्षाली हस्त- 
लिपि की मूल रचना के समय (अर्थात्‌ तीसरी झताव्दी या पहले) प्रयोग 
किग्रा जाता था। भ्ृन्य-विदुओं का उल्लेख महाकवि सुबन्ध की रचनाओं में भी 
मिलता है। उनके वासवदत्ता नामक काव्य में एक स्थान पर तारों की उपमा 
अन्य बिन्दुओं से दी गयी है - 

“निरमीलित होते हुए नीलकमल के' व्याज से रचे हुए अजलिपूट के द्वारा, 
उदय होते हुए चन्द्रमा को नमस्कार सा करते हुए अन्चकार का आगमन 
हुआ। उसी समय गगन-रूपी महासर में कुमुदों के समूह का सन्देह उत्पन्न 
करनेवाले तारे प्रकाशित हुए, मानों विश्व की गणना करते हुए ब्रह्मा ने शणि- 
रूपी खडिया के टुकडे से आकाशरूपी काले अजिन पर, ससार के अत्यन्त बून्य 
होने के कारण, शून्य-विन्दुओ को लिख दिया हो।”' 

शून्यसूचक विन्दु का त्याग कर दिये जाने के बहुत समय बाद भी जब शून्य 
के अर्थ में सामान्य रूप से लघृवृत्त का प्रयोग होता था, गव्दाकों में तथा बाद के 
साहित्य में! शून्य के लिए बिन्दु शब्द का प्रयोग किया जाता था। अतएव 


सेटिक, जिल्‍्द २, १६२६, पु० ५६) कि १७वीं शताब्दी के पूर्व शून्य की गणना 
अको में नहीं की जाती थी, अशुद्ध है। देखिए बी० दत्त, 'अर्लो लिटरेरी एवीडेन्स 
आंँव दि यूस आंँब दी जीरो इन इडिया”, अमेरिकन मंथमेटिक्ल मथलू।, ३८, 
१६३१, पृ० ५६६। 
! सुचन्धुकृत वासबदत्ता, एफ० हॉल द्वारा सपादित (कलकत्ता, १८५६, 
पृ० १८२) और लुई एच० ग्रे द्वारा अँगरेजी में अनुवादित [न्यूबार्क, १६१३, 
पृ० ६€६€ आदि)। 
* उदाहरणत , हिन्दी के कवि बिहारी लिखते है 
कहत सर्ब बेंदी दियें, आऑँक दस गुनो होत। 
तिय लिलार देंदी दियें, अगनित बढत उदोत ॥| (बिहारी सतसई, दोहा ४१) 
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सुबन्धु की वासवदत्ता से उद्धृत किया हुआ उपर्युक्त अवतरण इस बात का 
निश्चित प्रमाण नहीं माना जा सकता कि सुबन्धु के समय में शून्य के साकेतिक 
चिह्न के रूप में विन्दु का प्रयोग होता था। केवल इतना अनुमान किया जा सकता 
ह कि सुबन्धु के पूर्व किसी समय विन्दु का प्रयोग होता था। हम यहाँ तक कहने 
के लिए वढ सकते है कि अधिक सम्भठ है कि शून्य का सबसे प्रार्चीन साकेतिक 
चिह्न विन्दु था, न कि लघुवृत्त । 

बन्‍्य के प्रयोग का प्राचीनतम पुरालेख-सम्बन्धी प्रमाण आठवी शताब्दो के 
जयवद्धंन द्वितीय के रघोली पट्टों मे मिलता हैं। भोजदेव के जासनकाल मे 
लिखे गये ग्वालियर के अन्तर्लखो में भी शून्य का प्रयोग किया गया हैं। इन अन्त- 
लेखो में घून्य का आकार लघुवृत्त हें। यहाँ। आकार बहुत प्राचीन समय से, कदा- 
चित्‌ आठवी जशताव्दी के पूर्व से, सामान्य रूप से प्रचलित है। 
शन्य-सुचक चिह्न के अन्य प्रयोग 

भारतवर्ष मे आधनिक पाठणाला के विद्यार्थी को इकाई, दहाई, सैकडा 
इत्यादि अक स्थानो के' नाम सिखाये जाते हैँ और उन स्थानों को पक्तिबद्ध शून्यो 
के द्वारा सूचित करने को कहा जाता हँ। ये शून्य निम्न प्रकार से लिखे जाते है 
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शिक्षक दाहिनी ओर के प्रथम शून्य को इगित करता हैँ और कहता है 
हूँ इकाई, तव उसके वादवाले शून्य को इगित करता हूँ और कहता है 'दहाई' , 
इत्यादि। विद्यार्थी शिक्षक की बात को दुहराता है। अक-स्थानो को बाून्यो द्वारा 
सूचित करने की यह पद्धति भास्कर प्रथम के समय तक देखने को मिलती है। 
भास्कर प्रथम ने, जैसा बताया जा चुका हैँ, अपने आर्यभटीय भाष्य में स्थानों 
वो यून्यों द्वारा प्रदर्शित करने के विपय में लिखा है 

“स्थानों का लेखन ( करने पर मिलता हैं) 


7 
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अवगणित (पाटीगणित) के सब ग्रथो में अन्नात राशि को प्रदर्शित करने के 
लिए शून्य का प्रयोग किया गया है। इस प्रकार का प्रयोग तीसरी झतादव्दी 


'दोछे दो हुई सूची में न० ४। 
“पीछे दी हुई सूची में न० १६ और २०। 
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तक देखने को मिलता हूँ। वल्षाली हस्तलिपि में अज्ञात राशि के स्थान मे थून्य 
का स्थापन किया गया हैँ। वीजगणित में तो अज्ञात राशि के लिए सदेव से अल्लरो 
का प्रयोग हुआ है। प्रतीत होता हँ कि अकगणित में अज्ञात राशि के 
स्थान मे शून्य का प्रयोग वस्तुत राशि के अभाव को खूचित करने के लिए क्रिया 
जाता था, वीजगणित के वीज था (४४) की भाँति वह शून्य साकेतिक 
चिह्न न था, क्योकि उसका प्रयोग केवल प्रब्न के न्यास में ही किया गया हैं, 
वीजगणित के सकेतो की भाँति गणना में नही। बून्य का यह प्रयोग अधिकतर 
पचराशिक, सप्तराशिक आदि अनुपात के प्रब्नो में ही मिलता है। अरबवालों 
ने भी हिन्दुओ के प्रभाव के कारण ऐसे ही प्रश्नो में अज्ञातराणि को सूचित करने 
के लिए झून्‍्य का प्रयोग किया है। अज्ञातराणि को सूचित करने के लिए बून्य 
का इसी प्रकार का प्रयोग यूरोप में गॉटफ्रिड बोलक के कुछ व्याख्यानों की 
लेटिन हस्तलिपि में मिला हूँ। ये व्याख्यान एफट विज्वविद्यालय मे १४६७-६८ 
में दिये गये थे।' 

भास्कर प्रथम ने ऋण चिह्न को सूचित करने के लिए भी जून्य का प्रयोग 
किया है। उदाहरणत , उन्होंने अपने आर्यभटीय-भाष्य मे 2-६ को निम्न 
प्रकार से लिखा हें 


हल 
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बाद के लेखकों ने अक के ऊपर बिन्दु रखकर अक के ऋणत्व को सूचित किया 
। ऐसी परिस्थिति में 'लघुवृत्त' या “विन्दु' घनत्व के' अभाव को प्रदर्शित करता 


। बिन्दु का ऐसा ही प्रयोग अरब और यूरोप में भी देसने को मिलता हैं, 
जिसका कारण स्पप्टतया हिन्टू प्रभाव है।' 


बी, 
ह्‌ 
ी 
हे 


*स्मिय और कार्पिस्को, पूर्वोक्‍त ग्रथ, पृ० ५३-४४। 

* आरयभटीय-भाष्य, अध्याय २, इलोक २७ (॥) । 

१ कला (या विकला) का अभाव प्रदर्शन करने के लिए, अलबटाती 
द्वारा अरबी ऋण चिह्न ला' का प्रयोग, जिसका उल्लेख नलिनो (फेरहाण्ड- 
लुगेन देस ५ काग्रेसेज डेर ओरियटलिस्टेन, वलिन, १८८२, जिल्द २, पृ० २७१) 
नें किया है, भारतीय ऋण-चिह्न, बिन्दु के ही सदृश है। 
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१३ भारतीय साहित्य में स्थान-मान सकेत 
जैन आगम ग्रय 
अकस्थान' शब्द के प्रयोग का प्राचीनतम साहित्यिक प्रमाण अनुयोग- 

द्वार्सूत्र' नामक जैन ग्रथ म मिलता है, जो ईसवी सन्‌ के पहले का लिखा हुआ 
। इस झ्थ में ससार के समस्त जीवो की सख्या इस प्रकार वतलायी गयी 
४ (लोक के जीवो की सरया) कोटि-कोटि आदि सत्ाओ की सहायता से अको 
व्यक्त करने पर २९ स्थान लेती हैं।” 'अकस्थानो' का उल्लेख तत्सामथिक 
ग्रध व्यवहार सूत्र' में भी आया है। 
पुराण 

पुराणों में भी, जो अजतत धामिक और अज्त ऐतिहासिक ग्रथ है, अक- 
स्थान और स्थान-मान सिद्धान्त के उल्लेख आये हैं। इन ग्रथो के निर्माण क 
उद्ग्य जनसाधा रण में धामिक और ऐतिहासिक बातो के ज्ञान का प्रसार करना 
था। इन ग्रथो में स्थान-मान सिद्धान्त के उल्लेख मिलने से सिद्ध होता हैँ कि उनके 
लेखकगण इस पद्धति को महत्त्व देना चाहते थे। 

वाय-पुराणौं मे अकस्थानो का निम्न उल्लेख हू 

“त्रे गणित के अठारह स्थान है । महण्यो का कथन हे कि इस प्रकार स्थानों 
की सस्या सैकडों हो सकती हें।” 

अग्नि-पुराण' में स्थान-मान सिद्धान्त का निम्न वर्णन हूँ 

“इकाई से आरम्भ करके, प्रत्येक स्थान का मान पूर्वंगामी स्थान से दस 
गूना होता हूँ ।” 


- पुर /74% /7॥7 50॥ 


*इस अवतरण का विस्तारपूर्वक उद्धरण किया जा चुका है। पीछे देसिए, 
पृ० १२॥ 
अध्याय १, देखिए बो० दत्त, सियसिया जुलाई, १६३१, पृ० ८। 
अध्याय १०१, इलोक १०२ आदि। 
एव्मप्टादशतानि स्थानानि गणनाविधों॥ १०२ (7) 
शतानीति जिलनोीयात्तज्ञितानि महपिनि । १०३ (7) 
अग्निपुराण में स्थान-मान सिद्धान्त के अनसार शब्दाकों का भी प्रयोग मिलता 
हैं। देखिए पीछे, प० ५४॥। 


८० हिन्दू गणित-श्षास्त्र का इतिहास 


विण्णु-पुराण' में भी इसी प्रकार का स्थान-मान सिद्धान्त का वर्णन हूँ 

“हे द्विज एक स्थान से दूसरे स्थान का मान क्रमश दस गुना होता है 
अठारहवाँ स्थान परारब कहलाता हैं।” 

ऊपर उद्धृत किये गये तीन पुराण सबसे प्राचीन पुराण है । अग्नि और वायु 
पुराण, अपने आधुनिक रूप में, चौथी गताव्दी के आस-पास के हैँ । वायु पुराण तो 
कुछ विद्वानों के मत से प्रथम या दूसरी झताब्दी का हैं । 
दाशेनिक ग्रथ 

शान्तरक्षित-कृत तत्त्वमग्रह के टीकाकार कमलगील (छठी जताब्दी) ने 
वसुमित्र के निम्नलिखित दुष्टान्त को उद्धुत किया हैं * 

“जिस प्रकार मिट्टी की गोली इकाई के स्थान में होने पर १ को सूचित करती 
है (दहाई के स्थान में होने पर १० को), सैकटे के स्थान में होने पर १०० 
को, और हजार के स्थान में होने पर १००० को, उसी प्रकार ड 

वसुमित्र का समय १०० ईसवी माना जाता हैँं। अतएव उपर्युक्त उद्धरण 
निश्चित रूप से सिद्ध करता है कि स्थान-मान का सिद्धान्त पहली शताब्दी ईसवी 
के अत तक इतना प्रसिद्ध हो चुका था कि दार्शनिक ग्रथो में दृष्टान्त के रूप से 
इसका प्रयोग किया जाने लगा था! 

उपर्युक्त दृष्टान्त बाद के दार्गनिक ग्रथो में भी मिलता है। उदाहरणार्थ, 
पतजलि-कृत योगसूत के व्यास-भाष्य मे यह निम्नलिखित शब्दों में दिया गया है 

“जिस प्रकार एक ही रेखा सै कटे के स्थान में होने पर सौ, दहाई के स्थान 
में होने पर दस, और इकाई के स्थान में होने पर एक कहलाती है।” 
यही दृष्टान्त शकराचार्य के शारीरक-भाष्य में इस प्रकार है 


! अश ६& अध्याय ३, इलोक ४। 

* तत्तसग्रह (इलो० १७८७-१७६०) पर कमलशील को टीका देखिए। 

 पाद ३, सूत्र १३ का भाष्य। 

* जें० एच० बुड्स ने (दि योग सिम्टेम आऑँव प्रजछि, पु० २१६ फुट- 
नोट) कुछ अवतरणों के सम्बन्ध में, जिसमें यह भी सम्मिलित है, लिखा है 
“पिस्टर जी० आर० के की सम्मति के विपरोत, निम्नलिखित अवतरण प्रदर्शित 
करते हे कि दशमलव स्थान-मान सिद्धान्त छठी शताब्दी ई० में ज्ञात था।” ऊपर 
दिये हुए अवतरण को सर पी० सी० रे ने भी उद्धृत किया है। देखिए हिस्ट्री ऑव 
हिन्दू केमिस्ट्री, जिल्द २, पृ० ११७। 


स्थान-मान सिद्धान्त के आविष्कार का समय ८१ 


जैसे, यद्यपि रेखा ए हैं तो भी स्थान-भेद के कारण उसका मान एक, 
दस, हजार इत्यादि हो सकता हैं। 

उपर्युक्त दो ग्रथो मे से पहला अधिक से अधिक छठी झतावब्दी का है और 
दूसरा अधिक से अधिक आठवी जताब्डी का है। 


साहित्यिक ग्रथ 

मुबन्धू कृत वासवदत्ता के अवतरण का जिसमे तारो की उपमा शुन्य-विन्दुओ 
में दी गयी हैँ, उल्लेख किया जा चुका हूँ। बाद के साहित्य में घून्‍्य के प्रयोग के 
अनेक उदाहरण मिलते हूँ, परन्तु उन्हे यहाँ ढेने की आवश्यकता नही हैं। 

१४ स्थान-मान सिद्धान्त के आविष्कार का समय * 

अब हम स्थान-मान सकेत के प्रारभिक प्रयोग से सवध रखनेवाले विभिन्न प्रमाणो 
का साराण दे रहे हैँ 

(१) स्थान-मान पद्धति के प्रयोग का पुरालेख सम्बन्धी प्राचीनतम प्रमाण 
छठी णताब्दी के अन्त का हूँ। 

(२) शव्दाको के साथ स्थान-मान सिद्धान्त का प्राचीनतम प्रयोग तीसरी या 
चौथी गताब्दी का हूँ । ऐसा प्रयोग अग्नि-पुराण, वक्षाली हस्गलिपि और पुलिश- 
सिद्धान्त मे मिलता है। 

(३) गणित के ग्रथ में स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग सर्वप्रथम वक्षाली- 
हस्तलिपि में हुआ हूँ जिसमे सस्याओ को लिखने में इसका प्रयोग किया गया हूँ । 
स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग आर्यभटी० में तथा वाद के सब ग्रथो में हुआ है । 

(४) साहित्य में स्थान-मान सिद्धान्त का उल्लेख १०० ई० पृ० से हुआ है । 
तीन उल्लेख तो पुराणो मे मिलते है जो तीसरी से चौथी शताब्दी तक के लिसे हुए हैँ, 
और तीन उत्लेष दाशनिक ग्रथो मे मिलते है जिनमे से एक छगभग १०० ई० 
वाह । 

(५) शन्‍्य के साकेतिक चिह्न का प्रयोग पिगल के छन्द सूत्र में मिलता है. जा 
२०० २० पृ० के लगभग लिखा गया था | 


३ ३ १७, देखिए दो० दत्त, अमेरिकन म्येमेटिक्ल मथी, ३३, 
१६२६, पृू० २२०-१। 

_ डदाहरणत , थोहएंकृत नेषदचरित (लगभग १४४८ीं शताब्दी) में शृन्य- 
बिन्दु दा प्रयोग आया है। देखिए दी० दत्त, पूर्वोक्‍्त, पृ० द८्ं६-४५४। 


८ 
हि 
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उपर्यक्‍्त तथ्यों से स्पष्ट हूँ कि स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग साहित्यिक और 
गणिवेतर ग्रथो में, गणित के ग्रथों की अपेक्षा, बहुत पहले हुआ। ठीक यही आशा 
भी की जा सकती है। क्योकि इस सिद्धान्त के आविष्कार होने के वाद कुछ समय 
तक इसका प्रयोग केवल बडी-बडी सख्याएँ लिखने में किया गया होगा। उसके 
बाद बहुत समय, ऐसी सस्याओ द्वारा गणित को क्रियाएँ करने के नियमो को बनाने 
में लगा होगा। सिद्धान्त के पूर्णतया विकसित हो जाने पर ही गणित के ग्रथो में इसके 
प्रयोग की आज्या की जा सकती है। अतएव गणितेतर ग्रथो में मिलनेवाले इस 
सिद्धान्त के प्रयोग के प्रमाण, गणित के ग्रथो की अपेक्षा प्राचीन होने ही चाहिए। 

गणित के ग्रथ इतने टिकाऊ नही होते जितने वामिक या साहित्यिक ग्रथ । 
ज्यों ही इस विपय का उत्तमतर ग्रथ क्षेत्र मे आ जाता हैं, पुराने ग्रथ का अव्ययन 
रोक दिया जाता है। वस्तुत गणित के नये ग्रथ का निर्माण इसी' उद्देश्य से होता है 
कि वह पुराने ग्रथ की खराबियो को दूर करके उसका स्थान ग्रहण कर छले। सम्भव 
हूँ कि आर्यभट प्रथम के पहले ऐसे ग्रथ रहे हो जिनमे स्थान-मान सिद्धान्त का प्रयोग 
हुआ हो, परन्तु उनका त्याग कर दिया गया और अब वे अम्राप्य है। १६०० 
वर्ष व्यतीत हो जाने के वाद अब ऐसे ग्रथो की प्रतियो को प्राप्त करने की आशा 
करना व्यर्थ है। 

यूरोप और अरब मे ऐसे ग्रथो की हस्तलिखित प्रतियाँ प्राप्त करना आज भी सभव 
है जिनमें प्राचीन अको का प्रयोग या प्राचीन और नवीन अको का मिला हुआ प्रयोग 
किया गया था, परन्तु भारतबर्प मे ऐसे ग्रथो का लेशमात्र भी चिह्न नही मिलता । 

यूरोप में स्थान-मान सिद्धान्त के प्रयोग के निश्चित प्रमाण सर्वप्रथम दसवी 
और ग्यारहवी भताब्दियों में मिलते है, परन्तु दशमलव अको का सामान्य प्रयोग 
वहाँ सत्रहवी घताव्दी में ही हुआ। भारतवर्ष में तो आर्यभट प्रथम (४९९ ई०), 
भास्कर प्रथम (६२९ ई० ) , ब्रह्मगुप्त (६२८ ई०), और लूत्ल, (८वी 5 ताब्दी) सभी 
ने दशमलव अको का ही प्रयोग किया है । उनके ग्रथों में किसी अन्य सकेतो का चित्षन 
भी नही मिलता। यूरोप के दृष्टान्त को लेकर, केवल हिन्दू-गणितीय ग्रथो द्वारा प्रस्तुत 
प्रमाणों के आधार पर हम यह निष्कपं निकाल सकते है कि स्थान-मान सिद्धान्त 
भारतवपं में लगभग २०० ई० प्र» में ज्ञात रहा होगा। 

क्योकि साहित्यिक प्रमाण भी हर्थें उसी काल मे ले जाते है, इसलिए हम निश्चय- 
पूर्वक कह सकते हैँ कि स्थान-मान सिद्धान्त २०० ई० पू० के लगभग भारतवपं 
में ज्ञातथा। >तएवं यदि हम दशमलव स्थान-मान सकेत और शून्य के' कोई 


भरब में हिन्दू अक ८३ 


आविष्कार होने का समय २०० ई०पू० निर्धारित करे, तो अधिक अशुद्धि न होगी।' 
सम्भव हैँ कि आगे चलकर कोई ऐसा प्रमाण मिल जाय कि हमें बाध्य होकर इससे: 
वे का समय निर्धारित करना पडे। 
१५ अरब में हिन्दू अक' 

अरब लोगो का क्रमवद्ध इतिहास ६२२ ई० से आरम्भ होता हँ जब मोहम्मद 
साहब मक्का से मदीना को गये थे । इस्लाम धर्म के' फैलते ही अरब प्रायद्वीप की 
विखरी हुई जातियाँ एक हो गयी और परिणामस्वरूप एक शक्‍्तिग्ञाली राष्ट्र का प्रादु- 
भाव हुआ। कुछ ही काल में इन सगठित अरबो ने उत्तरी अफ्रीका और स्पेन प्राय 
द्वीप के समस्त भाग पर विजय प्राप्त की और पूर्व की ओर भारतवर्प की पश्चिमी 
सीमा पर्यन्‍्त अपने राज्य का विस्तार किया। अनायास ही उन्होने वजारों की 
तरह घूमना बन्द कर दिया, और उच्चकोटि की सम्यता को ग्रहण किया। 

अरब साहित्य और विज्ञान की नीव ७५० ० और ८५० ई० के बीच में 
डाली गयी। यह कार्य विणेषत बिदेगी सामग्री और विदेशी छोगो की सहायता 
से हुआ। उनके वरणिक साहित्ण का जधिकाथ फारसी से अनुवाद के रूप मे आया। 
रणबिद्या, गस्व्रास्त-विद्या, पगुचिकित्सा-शास्त्र, व्येनपालन विद्या, तथा विविध 
पज़्कार के णकुन-ग्रथ. एवं आयुर्वेद-भास्त्र की कुछ पुस्तके सस्कृत और 
फारसी से अनूदित हुई । यथार्थ विज्ञान उन लोगो को यूनान और भारतवर्प 
से मिले। 

मोहम्मद साहब के समय से पूर्व जरबवालों के पास सतोपजनक अक सकेत 
नथे। परन्तु विजित देशों के थजाथिक घासन से सवध रखनेवाली अनेक गणनाओं 
ने विकसित अक सवेत के प्रयोग को अनिवार्य बना दिया। कुछ स्थानों में अधिक 
सम्य विजित जातियों क अको का भी कुछ काल तक प्रयोग हुणआा। इस प्रवार 
सीरिया में यूनानी अक समेत और मिस्र में काप्टिक अक सवेत का प्रयोग यथावत्‌ 
रथापित रखा गया। खलीफा वालिद (६९९६०) की राजकीय घोषणा जिसके 
अनूसार राजकाज में यूनानी भाषा का प्रयोग करना मना क्या गया था, परन्तु 
जरवी भाषा में अपने अक न होने के वारण अको को सूचित करने वे! रिए यूनानी 


हे "विस्तृत विवरण के लिए फ्जोरो-कृत हिन्द्री जाँव मैवेमेटिक्स और 
स्मथ ओर पाॉपिस्थो छृत हिन्दू-अरेबिक न्यूमरत्स देखिए। 
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अक्षरों के प्रयोग का विद्येप रूप से अपवाद किया गया था इसी प्रारम्भिक काल से 
सवध रखती हे । घीरे-बीरे करके अक्षर सकेत मे अरबी अक्षरों ने यूनानी अक्षरों 
का स्थान ग्रहण कर लिया और इस प्रकार अवजद-सकेत का प्रादुभाव हुआ। कदा- 
चित्‌ अरब लोगो को भारतीय अको का ज्ञान सेवोस्त-जैसे विद्वानों की रचनाओं 
से एवं प्राचीन गोबार सकेतो का ज्ञान अन्य सूत्रों से हुआ हो। परन्तु चूंकि उनके 
सवाददाता सब आवश्यक सूचना नही दे सके (उदाहरणत , अकगणित में परिकर्मो 
की क्रिया उन्हे विदित न थी), अतएव उन अको के गणित में प्रयोग होते होते 
लगभग एक शत्ताब्दी और बीत गई । 

खलीफा अलमसूर (७५३-७७४ ई०) के राज्य-काल के समय मे सिन्ध से 
वगदाद को कुछ दूत गये थे, जिनमें कुछ विद्वान्‌ भी थे जो अपने साथ गणित के कई 
ग्रथ, जिनमे ब्रह्मग॒ुप्त रचित ब्राह्म स्फुट सिद्धान्त एव खण्डवायक भी सम मलित थे, ले 
गये थे। इन विद्वानों की सहायता से अलफजारी ने और कदाचित्‌ याकूव इब्न 
तारिक ने भी, उनका अरबी मे अनवाद किया था। दानों ही ग्रथों का खूब प्रयोग 
किया गया और अरबी' गणित पर उनका विश्ञेप प्रभाव पडा। यही अवसर था 
जब अरब लोग पहले पहल वैज्ञानिक प्रणाली की ज्योतिष के सम्पक मे आये। इस 
“विषय के सभी विद्वान लेखको का विचार है कि ठोक इसी समय हिन्दू अको का अरब 
में निश्चित रूप से प्रवेश हुआ। मालूम होता है कि प्रारम्भ में अरब छोगो ने गोवार 
अंको को प्रयक्त किया जिनको उन्होने पहले से ही अलेक्जे न्डिया के निवासियों से प्राप्त 
किया था ( परन्तु इनमे शून्य सम्मिलित न था) अथवा उन सीरिया निवासियों 
से प्रात किया था जो वगदाद के सलीफा ठोको के यहा अनुवाद का काम करते 
ये। अलख्वारिज्मी (८२५४०) ने, जो कि अकगणित के प्रारम्भिक अरब लेसकों 
में से था, योबार अको का ही प्रयोग किया।' परन्तु अधिक समय व्यतीत होने 
के पहले ही ज़रब लोगो ने यह अनूभव किया कि गोबार अक दाहिनी ओर से वायी 
ओर को लिखी जानेवाली उनकी लिपि के अनुकूल नही है । प्रतीत होता है कि उसके 
बाद जधिक अनुकूल पडनेवाले अको का प्रयोग करने का प्रयव्त किया गया। 


! देखिए थिय्रोफेन्‍्स ( ७५८-८१८ ई० ) कृत क्रोनोग्रेफिया, स्त्रिप्टोरेस 
हिस्टॉरिएं वजन्टाइने, जिल्द ३६, बोचन्ाने, १८०३६, पृ० ५७५, स्मिथ कार्पिस्की 
द्वारा पू्वोकत ग्रथ में पृ० ६४ को टिप्पणी में उद्धृत। 

* स्मिथ और कापिस्की, पूर्बोक्‍त ग्रथ, पृ० €८। 
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परन्तु चूंकि छोग गोवार अको के प्रयोग मे अभ्यस्त हो चुके थे, अतएवं उनका परित्याग 
करना उन्हें अखरता था। परिणाम-स्वरूप गोबार अको और नवीन अको के वीच 
एक झगडा-सा' उठ खड़ा हुआ जो लगभग ढो ( १०वीं और ११वीं) झताब्दियो 
तक चलता रहा, जब तक कि अधिक अनुकूल पटनेवाले अक सामान्य प्रयोग में 
न आ गये। फिर भी पश्चिम अरब के निवासियों ने सशोधित अको के प्रयोग 
को स्वीकार नहीं किया और गोवार अको का ही प्रयोग यथावत्‌ स्थापित रखा, 
और इस पकार वे गोवार अको को जाग्रत यूरोप में प्रवेश कराने मे समर्थ हो सके । 
आधनिक अरबी अको तथा आधुनिक यूरोपीय अको के आकार-भेद का कारण 
जब तक उपस्थित किये गये अन्य सिद्धान्तों वी अपेक्षा उपर्युक्त स्पर्टीकरण स अधिक 
जच्छी तरह समझ ये शाता हूँ। 

वेपके महोदय द्वारा प्रस्तुत किये गय्ने सिद्धान्त में उपर्युक्त आकार वंपम्य को 
समझाने के लिए निम्नलिखित कल्पनाएँ की गयी हैं 

(१) ईसा की दूसरी नताव्दी में, जब बून्‍्य का आविष्कार नहीं हुआ था; 
भारतीय जक अलेक्जेन्ड्रिया को लाये गये थे और वहाँ से उनका रोम और पश्चिमी 
अफ्रीका में ए्रमाएहुजा था । 

(२) आठवी णतादवदी मे जब भन्‍्य के आविप्कार के कारण भारतीय अक 
पकेत अत्यत पनिण्क्रत और उन्नत हो चुके थे वगदाद के अरवो ने उन्हें हिन्दुओ रे 
प्राप्य किया था। 

(३) पब्निमी अरव के निवासियों ने सून्‍्य को पूर्वी जरवो से प्राप्त किया, परन्तु 
उन्होंने अपने प्राचीन अको के प्रयोग को ज्णे का त््यों स्थापित रखा, जिसफा 


एक लिखित प्रमाण, जिसे वेपके ने उद्धत किया हूँ, वडे महत्त्व का हैँ, 
पयोषि उससे इस बात था प्रदर्शन होता है कि &७० ई० में गोबार अको के साथ- 
साथ अरबी अएफो छा प्रयोग होता था। उबत ग्रथ का नाम है 'तव सम्बन्धी मनोहर 
जौर सुन्दर प्रदरन', और इसे अहमद इब्न मोहम्मद इृबन अव्दनजलील अबू सईद, 
अल्‌ रिजूजी (६५१-१०२४ ई०), ने नजीफ इब्न यमन, अल्‌ कास (मृत्य ६६० ई०) 
नासदा होम उल्मुल्ला की किसी पुस्तरा से नकल कया था। स्प्रेन्‍्नर ने भी 
एरा तत्य वो ओर ध्यान आइर्षित क्या हैँ (जाइट्शूप्ट डेर डवायोनमॉर्गेन- 
ऐेण्टिणेन गेलेट्शापट जिल्द ४५,एप० ३६७ )। जली इब्न गहमद अलनसावो 
(लगभग ६१००५ ६०) लिखता हूँ वि उसने रूमय में जक्तों के आकार का निर्णय 
नह हुआ था (र्मिथ आर दापिस्को, पुवोक्त प्रव प० €८) । 
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यदि कोई अन्य कारण न भी रहा हो तो भी कम से कम अपने राजनैतिक 
प्रतिद्न्द्रयों से वैपम्य रथापित रखना अवध्य था। 

(४) पश्चिमी अरब के निवासियों को यह स्मरण था कि प्राच्चीन अक भारतीय 
उत्पत्ति के है, अतएवं वे लोग उन अको को गोवार अक कहते थे । 

(५) आठवी गताब्दी के अन्तर भारतवर्प मे अको के आकारो में पुन परिवर्तन 
हुए और उन्होने अत्यत परिष्क्ृत आवुनिक देवनागरी अको का आकार ग्रहण किया । 

इसमे सन्देह नही कि ईसा की दूसरी अताब्दी में भारतीय अक अलेक्जेन्ड्रिया 
निवासियों को ज्ञात थे। परस्तु यह प्रश्न उठता स्वाभाविक है कि किन कारणों 
से अलेक्जेन्ड्रियावालो ने इन अको का प्रयोग किया और उनका ज्ञान बनाये रखा ? 
जहाँ तक हम लोगो को विदित है, उन लोगो के पास अपने निजी अक भी थे। 
तब क्या कारण हैँ कि उन्होंने विदेशी अको को अधिक पसन्द किया ? इन प्रश्नों 
का सतीपषजनक उत्तर तब तक नही दिया जा सकता जब तक हम यह कल्पना न 
कर ले कि ९ अक सकेतो के साथ-साथ स्थान-मान सिद्धान्त और कदाचित्‌ जृन्‍्य भी 
अलेक्जेन्ड्रियावालों को बताया गया था। परन्तु इस निगूढ सिद्धान्त का स्वागत 
करने को वे तैयार न थे, अतएव उन्होंने केवल नी अको को ग्रहण किया जीर 
एवैकस पर उनका प्रयोग किया। वहाँ से वे अक रोम और पश्चिमी अफ्रीका 
को पहुँच्ायये गये थे। 

दूसरी कल्पना कि अरबवालो ने ८वी शताब्दी के भारतीय अको को ग्रहण 
किया तथ्यों से अनमोदित नही होती । अरबी की प्राचीन हस्तलिपियो में मिलते वाले 
अक, आठवी गताव्दी के भारतीय अको की अपेक्षा, गोवार अकों, या आधुनिक 
अरबी अको से जधिफ समता रखते है । वस्तुत इस वात पर विव्वास करने के 
अनेक कारण हे कि भारतीयो के सीथे सम्पर्क में आने से बहुत पहले ही अरबवाले 
स्थान-मान एवं शून्य से रहित गोवार अको का जानते थे, तथा शून्य को उन्होंने 
केवल ७५० ई० के लगभग ही ग्रहण किया। 

१६. यूरोप में हिन्दू अक 

ब्वैथिअशास॒ समस्या 

यह निदचयपूर्वक नही कहा जा सकता कि हिन्द अको का प्रवेश यूरोप में कब 
और कैसे हआ। ये अक प्रथम वार ब्वैथिअस (छ० ५०० ई०) फी क्षेत्रणणित 
की एक हस्तलिपि में मिलते है, जो कि ईसा की १०वीं गताब्दी की बतायी जाती 
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है। इस पुस्तक की अनेक अन्य हस्तलिपियाँ उपलब्ध हैँ और सभी में अक विद्यमान हूँ । 
कुछ हस्तलिपियो में तो बून्‍्य भी मिलता है । यदि ये हस्तलिपियाँ (अथवा इन हस्त- 
लिपियो के वे भाग जिनमे अक विद्यमान ह) प्रामाणिक मानी जारय॑, तो यह स्वी- 
कार करना पडेगा कि हिन्दू अक ईसा की पाचवी ञताब्दी के प्राय अन्तिम काल तक 
यूरोप से प्रविष्ट हो चुके थे। कुछ विद्वानो के मत से ब्वेथिअस की क्षेत्रणजणित के अक- 
सम्बन्धी अवतरण जाली हूँ । इन लोगो के तर्क का साराश निम्नलिखित हैँ 


(१) प्रस्तुत अवतरण ग्रथ के मृख्य विषय, अर्थात्‌ क्षेत्रणित से, कोई 
सम्बन्ध नही रखते। ब्वेथिअस की अकगणित में हिन्दू अको की चर्चा नहीं हैं। 
किसी अन्य स्थान पर उसने उनका प्रयोग नही किया हैं। न समकालीन कैपेला 
(लगभग ४७५६० ) ने अथवा ब्वेजिअस के ग्रथों से परिचित किसी अन्य मध्य- 
कालीन लेखक ने उन अको का उल्लेख किया है। 


(२) हिन्दू अक-सकेत की सिद्धि भारतवर्प में पाँचवी शताब्दी के बहुत समय 
बाद हुई थी, अनएव यदि हिन्दू अक व्यापारिक मार्गो द्वारा यूरोप को ले भी जाये 
गये हो, तो भी वे पण्चिम के अको से श्रेष्ठ होने का दावा नही कर सकते थे, और इस- 
लिए वे व्वेधिअस का ध्यान आकपित नही कर सकते थे। 

उपर्युक्त तर्को में से दूसरा वास्वविकता के विरुद्ध हैँ,क्योकि अब यह सिद्ध हो चुका 
हूँ कि हिन्दू अक-सकेत, जिसमे शून्य सम्मिलित था, ईसा की प्रारम्भिक शताब्दियों 
में उनत अवस्था को पहुँच चुका था तथा भारतवर्प में प्रचलित था। अतएव वे 
अब एसा की पचिवी घताव्दी अथवा पहले ही व्यापारिक मार्गो द्वारा सरलतापूर्वक 
यूएोप पहुँच सकते थे। पहला तक बिल्वुल कानपनिव है और व्वेबिअस की क्षेत्र- 
गणित में मिलनेवाले अको की प्रामाणिकता पर सदेह उत्पन्न वरता है। इससे 
कुछ भी सिद्ध नहीं होता। जब उबत प्रप की सनी प्रागत हस्तलिपियों में अर 
उपतटब्ध है, तव उन अको के जरितत्व वी प्रामाणिक्ता पर संदेह प्रकट 
वरना अनृचित प्रतीत होता है। क्षेत्रणणित में उन लको वी उपतब्यि को हम 
यह कप्वार समसा सवते हैं किः उन जकों दे दिएय में ब्वेवित्वस का ज्ञान जत्यटप 

ग। टायने उन अको को विसी न वियी छोत से प्राप्त किया था--चाहे पैथागोरस 
दे नदीत नप्रदायवादियों मे, “पवा विसी व्यापारी पे ४बवा वियी पर्यटनशीट 
ईबहान से--एरखु वत उसवा प्रयोग नही जानता था। एम्गव है वि स्थान-मान 
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यह निश्चित है कि वह उनके द्वारा साधारण गाणितिक क्रियाएँ करते की विधि 
नही जानता था। अतएवं वह अकंगणित में अथवा किसी अन्य ग्रथ में उनका प्रयोग 
न कर सका। सेवोस्त' (० ६५० ई०) के ग्रथों से स्पष्ट है कि भारतीय अको 
का पब्चिम में निश्चित रूप से प्रचार होने से बहुत पहले हीं उनकी' ख्याति वहाँ 
पहुँच चुकी थी। अतएव व्वेथिअस के द्वारा पब्चिम में हिन्दू अको के प्रचार का 
प्रन्‍न तब तके अनिर्णति ही समझा जाना चाहिए जब तक आगे के अनुसवान इसका 
कोई निब्चित निर्णय न कर ढे। 

निश्चित प्रमाण 

स्वेप्रथम लेखक जिसने ईसाई यूरोप में गोवार अको का वैज्ञानिक ढंग से वर्णन 
किया था गवंर्ट नाम का एक फ्रास्सीसी भिक्षु था। गर्वर्ट प्रसिद्र विद्वान था। 
इटली में वह कई उच्च पदो पर रह चुका था और पोप के पद के लिए उसका निर्वाचन 
हुआ था (९९९६०) । तीन वर्ष तक वह स्पेन मे भी रहा था। निश्चित रूप 
से नहीं कहा जा सकता कि उसको गोवार अक कहां से प्राप्त हुए। कुछ छोगों 
का कथन है कि उसे वे अक स्पेन में मूरो द्वारा मिले, अन्य लोग कहते है कि किसी 
अन्य स्रोत, सम्भवत किसी व्यापारी, से मिले। गवर्ट को ये अक सुन्दर नही प्रतीत 
हुए (और उचित ही, वयोकि उनमे न तो बून्य ही था और न स्थान-मान), और 
उसने 'रेगूला डे एबको कम्प्यूटी ऐण्ड दि लिवेलस” नामक ग्रयो में रोमन अको 
का हो प्रयोग किया हैं। इस प्रकार हम देखते हूँ कि गर्वर्ट के समय तक स्थान- 
मान सिद्धान्त यूरोप को विदित नहीं हुआ था। 

७११ ई० के 'जरेज डे ला फ्राटेरा' के युद्ध में गॉँथ छोगो की श्षक्ति पूर्णरूप से 
छिन्न-भिन्न हो गयी। ठीक उसी समय मूर छोग स्पेन के स्वामी हो गये और ५०० 
वर्ष पर्यन्त उसके स्वामी बने रहे। आधुनिक अक-सकेत के सिद्धान्त का ज्ञान, जो 
कि ८वी थताव्दी के मध्य तक निश्चय ही बगदाद पहुँच चका था अवध्यमेव स्पेन पहुंचा 
होगा और वहाँ से उसका प्रवेध्ा यूरोप के अन्य देशों मे हआ होगा। कारडोवा, 
ग्रेनाडा और टोलेडों मे मूरों द्वारा स्थापित स्कूल सम्पूर्ण मध्यकाल म विद्या के 
सुप्रसिद्ध केन्द्र थे जो यूरोप के सभी भागो के विद्याथियों को आकपित करते थे। उस 
प्रकार यद्यपि यूरोप अपने अको के लिए मूरो का प्रत्यक्ष ऋणी न भी रहा हो, तो 
भी उस सुप्रसिद्ध सिद्धान्त के लिए मूरों का वह अवश्य ऋणी है जिसके कारण 
साधारण गोवार अको की महिमा रोमन अको से बट गयी। 


यूरोप में हिन्दू अक ८६ 


आधुनिक अक-सकेत सिद्धान्त के कतिपय उदाहरण वारहवी शताब्दी में यूरोप 
में मिलते है, परन्तु प्रतीत होता है कि तेरहवी झताव्दी से पहले उनके प्रचार का कोई 
निश्चित प्रयत्न नहीं किया गया। सम्भवत पीसा नगर के निवासी ल्योनार्डो 
फिबोनकी हो ऐसा व्यक्ति था जो इन अको को फैलने में अत्यन्त प्रभावजञाली सिद्ध 
हुआ। ल्योनार्डो का पिता बारवरी के समुद्र तट पर स्थित बुगिया (आधुनिक 
वीगी) नाम के नगर में अढतिया था। यह नगर उस समय के श्रेग्ठतम बन्दरगाहों 
में मे था, तथा वारहवी गताब्दी के अन्त में अफ्रीका के व्यापार का केन्द्र था । 
यही पर किसी मूर गुरु से ल्योनार्डो की शिक्षा हुई थी । युवक होने पर 
उसने रूमसागर के देशो का पर्यटन किया, उसने सीरिया, ग्रीस, इटली और 
प्रोवेन्‍्स आदि देशो को देखा , वहाँ के विद्वानो से तथा व्यापारियों से मुलाकात 
की , और उस समय के व्यापारी केन्‍्द्रो मे प्रचलित अक-परतियो का ज्ञान प्राप्त 
किया। उसका कहना हूँ कि वे सभी पढद्वतियाँ हिन्दुओं की पद्धति के सामने दोप- 
पृण थी। पीसा नगर को छौटने पर १२०२४० में उसने 'लिबर एवकी” नाम 
की पुस्तक लिखी, जिसको १२२८ ई० में उसने दूसरी वार लिखा।' इस पुस्तक 
में उसने हिन्दू अको को समझाया हूँ और व्यापार से सम्बन्ध रखनेवाली साधारण 
गणनाओ में उनका प्रयोग क्या हूँ । प्रारम्भ में ल्योनार्टो की पुस्तक का जन- 
साधाएण में स्वागत नहीं हणा, कारण यह था कि वह व्यापारियों के लिए अत्यन्त 
ऊँचे दर्जे की थी और विश्वविद्यालयों के लिए अत्यन्त साधारण थी। तो भी 
वालान्तर में छोगो ने उसका महत्त्व जनुभव किया और तब हम देसते हू कि उसे 
तत्वालीन गणितीय साहित्य में सर्वोच्च स्थान प्राप्त हुला। 

जन्‍्य लेखकों में, जिनके ग्रयो से भारतीय जको के प्रसार में सहायता मिली, 
जलेबजेन्टर डे विदा डी (छ5 १४४० ०) और जान शाँव हेलीफाय्स 
(ल० १२५०० ०) के नाम उत्टोयनीय है। 

एथबव्स के प्रयोग करनेवालो ने जो घशन्य या प्रयोग नहीं मरते 
थे, हिन्ट अबो के प्रसार का डट बर व्टोध क्या! परन्तु त्योनार्टों 
सार व्यवितयों की लेखनी ने उन लोगो वे मूह हन्‍्द्र आने में पूर्ण सफतता प्राप्त 
वी ण्यपि एसमे दो तीन शताब्दिया एटा पयी। पद्छ्वी शताद्ट। वे सप्य तक 


 रिसिय आर वारिच्यी पदुृनाब्वग एय ०० #६$।! 


९० हिन्दू गणित-शआस्त्र का इतिहास 


पश्चिमी यूरोप के सभी राष्ट्रो ने सामान्य रूप से इन अको को ग्रहण कर लिया 
था, परन्तु उनका सामान्य प्रयोग केवल सत्रहवी शताब्दी में ही हुआ। 


१७ हिन्दू अको के विविध उल्लेख 

सीरिया के उत्रेख 

सेवेरस सेवोल्त (६६२ ई०) के ग्रथ से उद्धुत निम्नलिखित अवतरण' से 
प्रदर्शित होता है कि सातवी शताव्दी के आरम्भ में ही हिन्दू अको की स्याति यूफ्रेटिज 
नदी के तट तक पहुँच चुकी थी। सेवोस्त सीरिया देश का एक विद्वान था जो 
पेट्रियार्क अथेने सियस गमेनली (मृत्यु ६११ ई०) और उसके उतराधिकारी जान 
के समय मे, यूफेटिज नदी के' तट पर केनेशर के बनवाये मठ में रहता था।' 
प्रतीत होता है कि सेबोस्त कुछ यूनानी विद्वानों की घृष्टता से आहत था, जो सीरिया- 
वालो को नीची दृष्टि से देखते थे, और सीरियावालो की रक्षा करने में वह 
उन्हे ज्योतिष के आविष्कार का गौरव प्रदान करता है । वह कहता ह कि यूनानी 
लोग बविलन नगर के निवासी खाल्दियन लोगो के गिष्य है और वे खाल्दियन 
लोग ही सीरिया वाले हूँ जिन्हे यूनानी लोग बदनाम करते है। इसी सिलसिले 
में दृष्टान्त के रूप मे वह हिन्दुओ का उल्लेख करता हैं और कहता है 

“म॑ हिन्द्रओ के भास्त्रो के सभी विवेचन को छोडता हँ---उन हिन्दुओ के जो 
सीरियन लोगो से भिन्न हँ--नत उनकी विजान विपयक विलक्षण गवेषणाओं 
के विपय में कहेंगा जो यूनानी लोगो की गवेषणाओ की अपेक्षा अधिक कौणल्पूर्ण 
हैं, और न उनकी वर्णनातीत गणना के' विषय में ही। मैं केवल यह कहना चाहता 
हैँ कि यह गणना नो चिह्नो की सहायता से की जाती है । यदि वे लोग, जो केवल 
यूनानी भाषा बोलने के कारण ही यह समझते है कि वे विद्या की सीमा पर पहुच 
चके है, इन वातो को जाने तो उन्हें विश्वासहटों जायगा कि उन लोगों के' अतिरिक्त 
भी ऐसे लोग हँ जो कुछ जानते हैँ । 


कप 


"'ुस अवतरण की ओर सर्वप्रथम एफ० नऊ ने ध्यान आकषित किया था। 
देखिए जर्नल एशियाटिक, २, १६१०, पृ० २२५-२२७, जे० जिन्‍्सबुर्ग , 
वलेटिन अमेरिकन मैवमेटिकठ सोसायटी २३,१६१७, पृ० रे६८।॥ 

डब्ल्य० राइट, थार्ट हिस्री ऑंव सिरिअक लिटरेचर, पृ०१३७-१३६। 


हिन्दू अको के विविध उल्लेख ९१ 


यह उद्दरण स्पप्टतया प्रदर्शित करता हँ कि सेवोख्त हिन्दू अको से केवल 

परिचित ही नही पा बल्कि उसे उनके विषय में पूर्ण ज्ञान भी था और सम्भवत्त 
र्वो बेन एजरा की भाँति वह घून्‍्य से भी अवगत था, यद्यपि उसने भी केवल नौ 

अको की ही चर्चा की है। वस्तुत आज भी हम केवल नी अको की ही चर्चा 
करते हूं, घून्य की गणना अको में नहीं करते। 
अरब के उल्लेख 

इव्न बहणिया (८५५० ई०) 'प्राचीत वर्णमाला एवं हिएरोग्लिफिक लिपि का 
स्पष्टीकरण इत्यादि' नामक अपनी पुस्तक में इब्त वहणिया ने तीन प्रकार के भारतीय 
अको का एवं तीन प्रकार की भारतीय वणमाला के स्वरूपो का वर्णन किया है।' 
प्रतीत होता है कि ये स्वरूप उस समय अरब में भली भाँति ज्ञात थे। पहले प्रकार 
के स्वरूुपो मे उस समय अरब लोगो मे प्रचलित प्रथा के अनुरूप ग॒न्य के स्थान मे विन्दु 
का प्रयोग किया गया हूँ, दूसरे प्रकार के स्वरूपो में बिन्दु को मोटा कर दिया 
गया हैं, और तीसरे प्रकार के स्वस्पों में अकसूचक चिह्नो में एक चक्र जोड 
दिया गया है । । कापिस्की का विचार है कि चक्रो का प्रयोग इब्न वहणशिया का 
आविष्कार हैं। 
जाहिज (मृत्यु ८५६९ ई०) 

अग्ब के दाणनिक जाहिज ने अको को हिन्द के स्वरूप कहा हूँ और लिखा है 
कि एन अको की सहायता से वडी-वही सरयवाएँ सरलता से लिखी जा सकती 
ह। वह प्रश्न करता हू “हिन्द के स्वरूपो का ज्ाविष्फारक कौन है ? सिद 
हिन्द (ब्राह्म-स्फूट-सिटान्त) और जरकनन्‍्द (खण्टवाद्क) के रचयिता एवं शृन्य 
को सहायता से गणना करने की विधिया के प्रणेता कौन हूँ ? 


'वार्पिस्की, विव्लियोयेवा मंपेमेटिया, १३, १६१०-१३, पृ० ६७-८। 

भारतवर्ष में मिलने वालो बुछ हस्तलिपियों में नो इसी प्रकार के 
बिन्दजों का प्रणोणग सिलता है। देखिए आर० एल० मित्र, नोटिसेत बाँव सस्दत 
मैनरित प्टूस, ५, पृ० २६६, संनुरिकृप्ट न० १६७६, पट्ट न० १, इटिआ आफिस 
वटण॑ग, संनरिष्र॒प्ट ऋझू० १६४६, १६४७ और १८७१ 

"यह रबरप उन भारतीय सय्वदाको के सदृश है जो उस समय लिखे 
जात थ जब स्थान-मान वा प्रयोग नहीं होता थघा। पोौर्ठ देखिए । 

जाहिज वे रथ का प्रासोट़ों अन॒दाद उपलब्ध हँ (एाएरे, दृ नो ए द का 
४5६४)। देएिए दंग हे दो, सियरिया २६, ६६५३१, ए० २३च६-०८०। 


१६ | 
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8२ हिन्दू गणित-झास्त्र का इतिहास 


अबुल हसन अल-मसऊदी (६४३ ई०) 

अरब का इतिहासकार अछ-मसऊदी लिखता हैँ “सृण्टिकर्तता ब्रह्मा के 
आदेशधानुसार ऋषियों के एक परिपद ने नी अको तथ्य ज्योतिष आदि आमख्त्रो का 
निर्माण किया ।” अल-मसऊदी की साक्षी महत्त्व की हे क्योकि भारतवर्ष के 
विपय में उसे प्रत्यक्ष ज्ञान था। ९१२ ई० में वह मुत्तान में था और ११६ ई० 
में खम्भात में । 
अबू सहल इब्न तमीम (६५० ई०) 

अफ्रीका के उत्तर पे ट्य निस नगर के पास स्थित कैरवाँ गाम का निवासी इब्न 
तमीम 'सिफर यसी रह' नामक यथ के भाष्य में लिखता हे “हिन्दरओ ने, इकाइयों 
को सूचित करने के लिए, नी चिह्नो का आविप्कार किया है। हिन्द्र गणित पर 
लिखी हुई 'हिसाव अल-गोवा र' नामक पुस्तक से मेने उनके विपय में पर्याप्त कथन 
किया हैं ।* 
अल-नदीस (€£5७ ई०) 

लगभग २०० भारतीय वर्णमालाओं की 'फिहरिस्त' नामक सूची में अल- 
नदीम ने हिन्दू अको को भी सम्मिलित किया है । इन अको को उसने (हिन्दिसा 
कहा हैं ।' 
अल-बेस्नी (१०३० ई०) 

अल-बेननी भारतवर्प में लगभग तेरह वर्ष रहा और अपना समय हिन्दू कछा 
एव विज्ञान के अध्ययन में व्यतीत किया। उसे यूनानी विज्ञान और साहित्य 
का अद्भुत ज्ञान था, अतएवं उसे अपने समकालीन एत्र पूर्वकालीन लछेसको की 
जपेक्षा अको की उत्पत्ति के विपय में साविकार लिसने की अधिक योग्यता थी। 
(इस विपय पर) उसने दो पुस्तक लिखी है जो 'किताव अल अरफाम' (अर्थात्‌ 
अक विद्या की पुस्तक') और तस्किरा की अल-हिसाव वअछ मदद वि जल- 
अरकाम अल-मिन्दर वअल हिन्द (अर्थात्‌ अकगणित तथा सिन्त्र ओर हिन्द को 


'रेनॉद, मेम्वार सू लो, पेरिस, १८६४ पृ० ३००। इससे प्रतीत 
होता हूँ कि, बहुत अधिक समय व्यतीत हो जाने के कारण, दशबी शताब्दी 
म॑ हिन्दू लोग अको के आविप्कार अथवा आविष्कारकों को भूल चुफ़े थे। 

“रेनॉद, पूर्वॉक्त ग्रथ, पृ० ३६६॥ 

क्ताव अल-फिहरिस्त, जी० ल्फूगेल द्वारा सपादित, २, पृ० १८-१६॥ 


हिन्दू अको के विविध उप्लेख ९२ 


अकगणना पद्धति का विवेचन') नामो से प्रसिद्ध हैं। तारीख जल हिन्द ( अर्थात्‌ 
“भारतवर्ष का इतिहास”) नामक पुस्तक में वह लिखता हैँ जिस भाँति 
भारतवर्ष के भिन्न-भिन्न स्थानों में वर्णमाला के आकार भिन्न-भिन्न है, ठीक उसी 
भांति अको के आकारो में भी विभिन्नता है। हम छोग जिन अको का पथयोग करते 
है, वे हिन्दू अको के सर्वोत्तम आकारो से व्यत्पन्न किये गये है!” दूसरे स्थान पर 
वह लिखता हैँ. “हिन्दू लोग अकगणित में अको का प्रयोग उसी भाँति करते ईँं 
जैसे हम लोग करते हैं। हमने एक पुस्तक लिखी हैँ जिसमें हमते दिखाया हूँ 
कि हिन्द लोग इस विषय मे हम छोगो से सम्भवत कितना आगे बढ़े हुए है ।* 
*आसार-उल-वाकिया" (अर्थात्‌ अतीत के अवशेष, रचनाकार १००० ई०) 
नामक पुए्तक में अल बेशती ने आधुनिक अको को “अल-अरकाम अलर-हिन्द 
अर्थात्‌ “हिन्द के अक” कहा हूँ और प्रसगव् पह भी उल्लेख किया हूँ कि ये 
अक पष्टअण-सिद्धान्त तथा अक्षर सिद्वान्तवाले अको (हरुफ अल-जुमल) से भिन्न 
हल) 
अधिनरेशल (१०४८ ई०) 

अली विन अविल रेगल अबुल हसन, जो अविनरेगल के नाम से प्रसिद्ध है, 
ने लिखा हूँ कि जो गणना नौ अको द्वारा की जाती हूँ उसका आविष्कार करनेवाले 
हिन्दू दागनिर हैँ । 
सर्फूदहीन (११७२ ई०) 

मवका निवासी महमूद विन काजिद अल्-पमूनी सफुंहदीन ने 'फी अल-हन्दसा 
वबबल अरकाम अल-हिन्दी' ( केतरगणित तया भारतीय अक”) नामक प्रस्तक 
को रचना की थी। 


' भारत, अलबेस्नी-हत, ई० सी० साचों-कृत अेंगरेजी अनुवाद, लद॒न, 
हितीय सरबरण, १६१०, जित्द ९, पु० छट। 

पूर्वोत्तर ग्रवः जिरद १, पूृ० १७७। 

दि प्रानोलाजी आव एशेन्ट नेशस, साया द्वारा संपादित, लदन, 
श्ए७छ६ पृ० ६९ और १३२१ 

* जें० एप० मोट्यूबना, इरतुगर दे मायेमादीर ज्ञाद २, पृ० ३७६। 

एच सूटर दो मसाधामाटिकर उण्ट जस्टरानोमर छेर अरादगेर उठ ईरे 
वेद, लाएपजिया, १६००, पू८« १६६१ 


९ड हिन्द गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


अल-कलसादी (मृत्यु श्डंघ६ ई०) 
इब्न अलवन्ना कृत 'तलखीम' के भाष्य म अबल हसन अली अल-कलसादी 

कहता ह ये नी चिह्न, जो गोवार (घृल) के चिह्न कहलाते हूँ, वे चिह्न है जो 
हमारे स्पेन के प्रान्तो तथा मगरिव एवं अफ्रीका के देशो में बहुब्ा प्रयोग किये जाते 
हैं। इनकी उत्पत्ति परम्परा से भारतीय राष्ट्र के एक व्यक्ति को आरोपित की 
गयी हँ । छोगो का कथन है कि उस व्यवित ने कुछ बारीक बल लेकर एक पटरे 
पर फैला दिया और छोगो को गुणा, भाग तथा अन्य गणित की क़्ियाएँ करना 
सिखाया ।/' 
बहाउद्दीन (लगभग १६०० ई०) 

अको के सम्बन्ध में वेहाउद्दीन लिखता है. “हिन्दू लोगो ने ही वस्घुत नी 
प्रचलित अको की सृप्टि की हूँ।' 

उपयुक्त उल्लेखो में हिन्द शब्द का प्रयोग भारतवर्प के अर्थ मे और हिन्दी 
शब्द का प्रयोग भारतीय के अथे में हुआ है । अरवी और फारसी साहित्य परे 
भारतवर्ष के अर्थ मे प्राय 'हिन्द' शब्द का ही प्रयोग हुआ है। प्रारम्भिक लेखों 
में कभी-कभी सिन्‍्ध और हिन्द में भेद किया गया है। उदाहरणत , अल-मसऊदी 
ओर अछ-बेरूनी ने सिन्ध शब्द का प्रयोग सिन्ब नदी के पण्निमवाले देशो के अर्थ 
में किया है। यह भेद इब्न हौकल के मानचित्र में जो इलियिट और डासन 
कृत 'भारतवर्ष के इतिहास' में उद्धृत किया है, भली-भांति दृष्टिगोचर होता हैं ! 
कुछ लोगो ने इस भेद को उपेक्षा की हैं। उदाहरणत , इस्तखरी (९१२०) 
ने हिन्द शब्द का प्रयोग सम्पूर्ण भारतवर्ष के अर्थ में किया है।' और फिर- 
दौसी कृत शाहनामा में सिन्‍्ब शब्द का प्रयोग नदी तथा देश के अर्थ में तथा 
हिन्द शब्द का प्रयोग सम्पूर्ण भारतवर्प के अर्थ में किया गया है। आगे चलकर 
यह भेद पूर्णतया लुप्त हो गया। इब्न सीदेह (मृत्यु १०६६ ४०), फीरोजाबादी 
(१३२८-१४१३ई० ) आदि कोपकारों के अनुसार हिन्द 'एक सुप्रसिद्ध राष्ट्र का 


*जए, १८६३, पृ० ५६ आदि। 

* घोलासा अल-हिसाव, ए० मारे द्वारा फ्रासीसी में अनुवादित, न्यू० 
अनाल्‍्स मंयेमेटिक जिल्‍्द ५, १८६४, पृ० २६६। 

3१ इलिअट और डासन कृत भारतवर्ष का इतिहास, भाग २, पृ० ४१२॥ 

४ ए० जी० वार्नर और ई० वार्नर कृत अंगरेजी अनुवाद, लद॒न, १६०६। 


हिन्दू अको के विविध उल्लेख ९प 


नाम है तथा एल० जीहरी (१००८ ई०) के अनुरार यह 'एक देश का नाम 
हैं। अरब साहित्य में भारतवर्ष के अर्थ में हिन्द शब्द के प्रयोग के अनेक 
उदाहरण मिल सकते हू । 

केरा वे वो' ने सुझाव दिया हैं कि सभवत हिन्द जब्द का अर्थ भारतवर्ष 
नही ह, वल्कि इसकी व्यत्पत्ति वस्तुत एन्द” (अथवा हिन्द) थब्द से हुई है 
जिसका अर्थ हँ “माप”, “अकगणित” था “ल्षेत्रणणित।” और इससे उसने यह 
निष्कप निकाला है कि हिन्द के चिह्न का अर्थ 'अकगणित के चिह्न' है न कि 
भारतवर्ष के चिह्न । हिन्द गब्द से बने हुए विद्ेपण हिन्दी के सम्बन्ध मे, 
जिपको कुछ विद्वानों ने अको के सिलसिले म प्रयोग किया हैँ, उसका अनुमान हैं 
कि उपका प्रयोग सभवत अ्रमव हिन्दसा' के बर्थ में हुआ हू । 


रा डे वो की, एण्द था हे द घब्द से की गयी, हिन्द शब्द की व्पृत्पत्ति 
स्वीका” नही थी जा सकती। अरबी कोपों से इसे समर्थन नही मिलता। इसके 
अनित्क्ति, हिन्द जब्द बहुत प्राचीन हेंँ। इसका भ्रयोग अवेनस्ता में, पहले के 
यच्न तथा बाद के वेण्विडाड दोनो में, मिलता हूँ। डेरिजस हिस्तेस्पस 
के वयू निफार्म अन्तर्लेखो में भी इसका प्रयोग मिलता हैं। अरबो की ईरान-विजय 
वे पृव वे। पहटठटी गोखों मे भी हिंद णब्द के दर्णन होते हैं। इस सवम इसका 
प्रणोग भारतवप के अर्थ में हथा हे । 

हिन्दी शब्द हिंद थव्द का विदेपण हूँ और इसका अर्प है भारतीय|। कुछ 
इने गिने रथानों पर इसका प्रयोग भ्रमव्ण हिन्दसी के थर्थ पे किये जाने से यह 
निप्कप नहीं निवाा जा सकता कि ऐसा प्रस्पेक रघ्यन पर हणा है 
हिन्दसा आदि दाब्द 

जेविकारी प्रिद्वानो का वथन हूँ कि हिदसा, हिदसा, हादसा, हिंदसी, हन्दसी 
एत्यादि घव्द हिन्द रब्द वे विद्येषण हैं, जिसका पघ हैँ भारतीया। के और 


किरा ऐ दो सियसिया, जिल्द २९, ६६१७, प्‌० २७३। 

यरन, १० १४१, यसन, ६१० ६१०४ (मिहर यस्त ) 

के, जनछ व दि एपियादिव सोशायदी -द दाल जिलद ३, १६०७, 
पृ८ ४८६९, »र जनत #्यव एथियाहिक सोसाण्टी जॉंद वा हज, जशिलद ५, १६११, 
प० ८६० जआादि। 


९६ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


केरा डे वो' ने इस व्यास्था का विरोव किया हैं। फीरोजावादी के गव्दकोप 
के आधार पर उन लोगों का कथन है कि ये शब्द फारसी के 'अन्दाजह” शब्द से, 
व्यूत्पन्न किये गये हूं, जिसका अर्थ हैं “माप।” इसमें संदेह नहीं कि अरबी भाषा 
में हिन्दसी शब्द का अर्थ रेखा-गणित सम्बन्धी' हँ। परन्तु जब उस शब्द का प्रयोग 
“दोहरी कपपना के नियम या “नो की सहायता सके होने वाली उपपत्ति” के 
सिलसिले में अथवा 'अक सकेत' के सिलसिले में किया जाता है, तब यह मानना 
पड़ेगा कि इस शब्द क। कोई दूसरा अर्थ भी था। चूंकि हिन्दसी नामक गणि- 
तीय नियम, अरब में उनका प्रयोग होने से पहले, हिन्द्र अकग्गाणित में मिलते 
है, अतएवं हि दसी का अर्थ भारतीय' भी है। अतएव हिन्दसो, हिन्द, अथवा 
हन्दसा बब्द के दो अर्थ ह १) सल्षित्रगणित सम्बन्धी” और (२) “भारतीय ।” 
इस णब्द के अर्थ से सम्बन्ध रखनेवाला विवाद जो कि ठेपके' ने गान्त कर दिया 
था पुन उठ खड़ा हुआ है, क्योकि के तथा केरा डे वोस महोदयो ने दोनों अर्था 
की सत्यता को स्वीकार करना अस्वीकार कर दिया हैँ ।' इस स्थल पर सूचित 
किया जा सकता है कि चूंकि हिन्दसो जव्द का एक अर्थ हिन्दी का पर्यायवाचक है 
अतएव आउञ्चये नहीं कि भ्रमग्ण कभी कभी छोगो ने, विशेपकर मूल ग्रथ के 
अनभिन्न लेखकों ने, एक शब्द का प्रयोग दूसरे के स्थान मे कर दिया हें 
यूरोपीय उल्लेख--सेवाइल का आइसोडोरस 

सेवाइल के आइसोटोरस द्वारा लिखित ओरिजिन्स नामक पुस्तक के प्रथम 
अध्याय (जो रोमन अको से सम्बन्ध रखता है) के परि्िष्ट में गोवार अको के 
जाकारवाले नो अक, जिनमे शून्य सम्मिलित नही है दिये गये है। इसी' ग्रन्थ 
की दूसरी स्पेनिस प्रतिलिपि (९१०२ ई०) में भी उसी स्थान पर ये अक मिलते 


* पूर्वॉक्त पत्रिका। 

* बेपषके, इडियन ऐक्वेटरी, जिल्द १, १८६३, पृ० २७ आदि। निम्त 
भी देखिए--इन्साइक्दोपीडिया आँव इस्लाम में 'हन्दसा' दाव्द पर सुटर का लेख, 
रोजेन कृत अलजवरा आँव मेहम्मद बेन मूसा १८३१, पृ० १६६ आदि। 

कसी भी साहित्य में ऐसे शब्द निकालना कठिन होगा जिनके एक 
से अधिक अर्थ हो। कई अवसरों पर इन अर्थों का आपस में कोई सम्बन्ध नहीं 
होता। जब कभी ऐसे छब्द का प्रयोग होता है, तब उसका समुचित अर्थ 
सदर्भ से निश्चित करना पठता हूँ। 


हिन्दू अको के विविध उल्लेख ६७ 


। डेखक ने निम्नलिखित गब्दों में इन अको की उत्पत्ति भारतीय बतलाया 
हैँ * “ऐसा ही अकगणित के चिह्नो के विपय में है। यहाँ पर देसने योग्य है कि 
भारतीयों की वृद्धि अत्यन्त प्रसर है अन्य राण्ट्र अकगणित, क्षत्रगणित तथा सस्कारी 
काठाओ में उनसे हीन है। उनके नौ अकचिह्नो से तो यह स्पष्ट ही है, जिनका 
प्रयोग करके वे किसी भी वडी से वडी सरया को व्यक्त कर सकते है। इन अको 
के आकार ये हैं।” 


# /3[% 


रच्ची बेन एजरा 

रब्ब्री अद्राहम इब्न मीर इत्न एजरा ने “सिफर-ह-मिस्पर” (अको की 
पुस्तक) नामक अपने ग्रथ में हिन्दूआकार के अक दिया है) उसे अको 
की हिन्दू-उत्पत्ति का ज्ञान था, क्योकि वह लिखता हैँ “इसका यही कारण है कि 
भारतवप के विद्वानों ने अपने सपूण अको को ९ के द्वारा विद्येपित किया है एवं ९ 
यून्यों के दिए आकारो का निर्माण किया है ।” 
पीसा का ल्पोनार्डो 

पीपा निवासी त्योनार्डों अपने ग्रथ लिवर एवंकी' (१२०२ ०) मे प्राय 
५ भातीय अको का उत्लेख करता हूँ। अन्य स्थान पर वह लिखता हे जहाँ 
भारतीयों के नो अक-चिह्नो की सहायता से अदभत ढग की शिक्षा देकर (गणित 
वी) की कला का प्रचार किया।” दूसरे स्थान पर, एक विभिन्न विपय के 
घीपक वे तौर पर लिखता हैँ “भऑर्तीय नौ जकचिह्नों का ज्ञान” इत्यादि, 
“भारतीय नी अक्चिह्न हे ५९ ८ ७६५४३ ० १।” 
एलेबजम्डर डे विला शाह 

एटबाजेस्टर दे विला हाई (छ० १२४०४) ने वागमेन हे अलगोरिज्यो' 
नामव दकुए कविताओं पर एवं भाष्य छिखा हैँ। इस भाष्य मे वह बहता 


स्मिथ और छार्पिस्थी (पूर्वोक्ति, पृ० १३८) द्वारा उद्धुत लेटिन मूल का 
अनबाद । 

पसप र-॒-मिस्पर टास दख ऐर ल्गूल ऐन हिप्राश णान्विमेटिशेन वेज चेस 
भार< जद्मएम “व्न एजर मोरित्त सिल्दरदेग, फ्राकफर्ट जाम माइन १८९५ पृ०२। 

लिदर एवंवी, रोम, ६८५७, स्मिव और क्ा्दिस्को (पूर्वोत्तेत पृ० १०) 
हारा एट्ुत । 


ए 


९्द हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


हैं “यह पुस्तक जनसाधारण के (उच्चारण के) अनुसार अल्गोरिम अथवा 
आगरिम कहलाती हूँ । इसका विपय अकविद्या है, जिसे अलगोरिम भी कहते 
है। भारतवर्ष में अलगोर नाम का एक राजा था, उसी ने इस अलगोरिम विद्या 
का आविप्कार किया था। इस विद्या में हम लोग हिन्दुओं के दस अकचिन्हों का 
प्रयोग करते है।”' 


मेक्सिसस प्लानूडंस (ल० १३३० ई०) 


०9॥ 
हि न 


मेक्सीमस प्लानुडेस ने लिखा हे कि “९ (अक) चिह्न भारतीयो से प्राप्त हुए 


हे । 7२ 


'स्मिय और कापिस्को, पूर्वोक्त, पृ० ११। 
देखिए वेशके कृत जर्मत अनुवाद, हाले, १८७८, पृ० ३। 
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दाक, पाथिअन और 
कुषान अन्तर्लेंख 
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पराटीगणित पा छिपे हुए हिंदू श्रथा जा उबिक्राश 
“ऊप्गा 6। पाटीगणित घनन्‍द दा छझब्दा ते सिझ्क्रर 
और (२) गणित। अताएब एपवा जब हूँ दह संमित 


थी आवश्पयाता पतली कै । 


साजालेसए पाहित्य थे निकाश # जा वि उसी वारतठप 


ची। 

पारा । 
तनाण्ग्य _हआा। गणित यम या वजनी (वर 
बट 77 बिटा बए जब हिसे जात थे । 
से व्यवत गणित था प्रपाग पिया , छिसमें छि 
'जत्यवत-गणित, बहते थे पृथक समता 


जाए 
जरा 7वा पहीसणित' और एक रु ग्गो शा 
गग,। 


ता 


जो! 
"ग्पोी के तगवत 7 


बैड 6 । 


रंग 


खत की पादी' के प्राच्नीनतम यस्झल प्राय फिटक फी 
'वाटी' शनद का प्रयाग पस्वन प्राहिप्र सं प्राय सातती शतादी से 


रु] 


नजर 


शा ल्त्ट्टा 57 आला 


अक्गणित से सम्बन्ध 
बना है (१) पाठी, 
* ७०० 


जिसको करने में पादी 





यह गहद भारतवर्य के 
की एव प्रात्नीय भाया 
“पटुट हैं, नकि 


हाय ॥ के न नर 4. न 
उमस छय गया पं, क्या पाठा 
बार व उड़े पायल साधागणित वे जथ 


या वीरगाधिए में, जिसे व 


पु 


कि] 
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ये एज पे प्रवी यो वरया यम 


जीमस वतयाद वर 


सर टिसाय 


११८ हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


बेली, फ्लीट, और बहुत से अन्य छोगो को सदेह हू कि हिन्दू गणित के पाटी 
दब्द की उत्पत्ति इस बात मे निहित हूँ कि पाटी का प्रयोग एवकस के रूप में होता 
था। परन्तु इस अनुमान का कोई आधार नही हैँ, क्योकि भारतवर्ष में एवकस 
के किसी प्रकार का उल्लेख नहीं मिलता । 

ब्रह्मगुप्त के अनुसार पाटीगणित में बीस परिकर्म और आठ व्यवहार हैं 
उनका कथन हूँ 

“गणक वही है जो सकलित 'से आरम्म होनेवाले वीस परिकर्मो को तथा 
छाया में अन्त होनेवाले आठ व्यवहारों को पृथक-पुथक्‌ जानता है ।”' 

पृथूदक स्वामी के अनुसार वीस परिकर्मों के नाम ये है (१) सकलित, (२) 
व्यवकलित, अथवा व्युत्कलित, (३ )|गृुणन, (४) भागहार, (५) वर्ग, (६) वर्ग मूल, 
(७) घन, (८) घनमूल, (५-१३) पाँच जातियाँ (अर्थात्‌ पाँच प्रकार की भिन्नो 
को सरल करने के' नियम), (१४) त्रराशिक, (१५) व्यस्त-त्रैराशिक, (१६) 
पचराशिक, (१७) सप्तराशिक, (१८) नवराशिक, (१९) एकादशराशिक, 
और (२० ) माण्ड-प्रति-भाण्ड । आठ व्यवहारो के नाम ये है. (१) मित्रक-व्यवहार, 
(२) श्रेढी-व्यवहार, (३) क्षेत्र-व्यवहार, (४) खात-व्यवहार, (५) चिति व्यवहार, 
(६) क्राकचिक-व्यवहार, (७) राशि-व्यवहार, और (८) छाया-व्यवहार। 

उपर्युक्त परिकर्पों में से पहले आठ परिकर्मों को महावीर और परवर्ती लेखकों 
ने मौछिक माना हूँ। हिगूणीकरण और अर्थोकरण के परिकर्म, जिन्हे मिस्र, 
यूनान, और अरबवालो ने मौलिक माना हू, हिन्दू गणित के ग्रथो मे उपलब्ध नहीं 
है। ये परिकर्म उन लोगो के लिए महत्त्वपूर्ण थे जो दशमलव पद्धति से अनभिन्न 
थे। भारतीय ग्रथों मे, जो सब के सब दशमलव पद्वधति का प्रयोग करते हे, उनका 
अभाव हैँ । 
उपलब्ध ग्रथ 

उपलब्ध ग्रथो में से निम्नलिखित केवल पाटीगणित से सम्बन्ध रसते है 
वक्षाली हस्तलिपि (ल० ३०० ई०), श्रीवरक्ृत पाटीगणित और चिशतिका 
(ल० ७५० ई०), गणित सार सग्रह (ल० ८५० ई०) गणित-तिछ॒क (१०३९ 
६०), लीलावती (११५० ई०), गणित-कौमृदी (१३५६ ई०) और मुनीश्वर 


* ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, अध्याय १९, इलोक १॥ 
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छत परादीसार (१६०८ :०)। इन ग्रथों से उपर्यवत्त बीस परिकर्मा और 
आठ व्यवह्ञारो' का वर्णन हैं। सूत्रों के साथ साथ उनके प्रयोग को समनझाने ने 
फिय उदाहरण भी द्विए गये है। 

उन ग्न्थों के अतिरिक्त ज्योतिष के सिद्धान्त अथों गे भी गणित का एक प्रकरण 
नहता है। पहदे पहलछ आवभट प्रथम (४९९ ई०) ने आयभटीय नामक सपने 
विद्रान्त में गणित सम्बन्धी एक अध्याय सम्मिलित किया था। ब्रह्मग॒प्त ने इस 
ढात में आपंसट का अनृत्रण किया, और दठत्पच्चान्‌ सिद्धान्त ग्रथो में गणित 
पा गत अध्पाय रसने की परम्परा सी हो गयी । पहले के सिद्धान्तों मे यह 
व्णिपता नही हईं। उठाहरणत , सथ्र सिद्धान्त से गणित से सम्बन्ध रखने वाला 
वाई अन्याय नही है । यही बात वासिप्ठ, पैतामह और रोमक सिद्धान्तो के लिए 
भी सत्य #ह। भारतर प्रथम और उल्ह ने सी जो आर्यभट के प्रधान अनयायी 
# अपने ज्योतिप-यथों से गणित को स्थान नहीं तिया है क्छ्मचित्‌ हसत्धिए 
वि उनके ग्रथ नत्र #, सिद्धान्त नहीं। 
>ेबन और अध्यापन 
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जाती थी। अक बूल पर या तो उँगली के अग्रभाग से अथवा रूकडी की नुकीछी 
कील से लिखे जाते थे। ज्यो-ज्यो गणना वढती थी अनावच्यक अक मिटा द्विये 
जाते थे । कभी-कभी पाटी पर खठिया के टुकड़े से भी लिखते थे। गणना करने 
में विद्यार्थी पद-पद पर प्रयुक्त झृत्र का उच्चारण करता था, थिक्षक इसकी 
देख-भाल करता था और अजुद्धि होने पर विद्यार्थी की सहायता करता था। जब 
विद्यार्थी अपनी पुस्तक में दिये हुए प्रश्नों को हल करने में पर्याप्त निपुण हो जाता 
था; तब शिक्षक उसे अन्य प्रशइन करने को देता था। प्रत्येक पेशेवर शिक्षक के पास 
ऐसे चुने हुए प्रश्नों का भाडार होता था जो या तो उसके स्वय बनाये हुए होते 
थे अयवा अन्य स्रोतो से सगृहीत होते थे। इस अवस्था में पहुँचने पर विद्यार्थी 
सरल सूत्रो की उपपत्ति समभने लगता था। जब विद्यार्थी ऐसी अवस्था में पहुँ 
जाता था, तब शिक्षक उसे अधिक कठिन सूत्रों को उपपत्ति बताता था। 

उपर्यक्त विवरण से ज्ञात होगा कि जिक्षण की यह रीति इस वात में दोपपूर्ण 
थी कि पहली दो अवस्थाओ में अध्ययत का काम बिल्कुल यत्रवत्‌ होता था। जो 
विद्यार्थी अध्ययन की तीनो अवस्थाओं को पूरा नही करता था बह कण्ठस्थ किये 
हुए सूत्रो को प्रश्ोग करने के अतिरिक्त प्राय कुछ नहीं जानता था , और प्रयुक्त 
सूत्रो की उपपत्ति से अनभिन्ञ होने के कारण, उनको प्रयोग करते समय अशुद्वियाँ 
करने को बाब्य होता था। हम यहाँ बता दे कि बहुत कम शिक्षक ऐसे होते थे जो 
शिक्षण की सब अवस्थाओ मे विद्यार्थी का पथ-प्रदर्शन कर सकते थे , अतएव 
उत्साही विद्यार्थी को, जिसे आगे बढने की इच्छा होती थी, किसी विद्या के केन्द्र 
को अथवा किसी सुप्रसिद्ध विद्वान के पास अध्ययन के लिए जाना 
पडता था। 

गणित सबसे कठिन विपय है और सदा से ही ऐसा रहा है, और चूंकि उच्च 
गणित का ज्ञान आथिक लाभ का नही हो सकता था अतएव बहुत कम लछोग मन 
लगा कर इसका अध्ययन करते थे। तथापि भारतवर्ष में हिन्दुओं के धामिक 
कृत्यों में कुछ गणित और ज्योतिय की आवश्यकता पडती थी। इसके अतिरिक्त 
प्राचीन काल से कुछ छोग सदैव ऐसे ही रहे है जिनका घबा भविष्य-कथन था। 
ये छोग गणक या ज्योतिषी कहल्यते थे और अपने भक्‍तो को अपनी विद्या से प्रभावित 
करने के लिए कुछ गणित और ज्योतिप का ज्ञान रखते बे। इससे विदित होगा 
कि किसी ह॒द तक गणित का अव्ययन भारतवप में प्रायः सभी स्थानों में होता 
था। परल्तुजैसाहमेगाहोता है, कुछ विद्याथियों को डस विपय में विशेष अनु राग 
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हुणा , उन्‍्हाने इस विपय का पूण्ण अध्ययन किया और ग्रथों पर भाग ल्खि 
अथवा स्वतत्र प्रधथों को निर्षाण किया। 
गणित की अवनति 

यह सब तभी हणजा जब देय पे सुख और घथाति श्री। जब विदेशी आक्रमणा 
आश्पस्तीव पदा तथा अप्रोग्ट णातन व्यवस्था से हेश् में घ्ञाति का वातावरण 
भग हज, गणित और वस्चुत सभी डिज्ञानों का अध्ययन शिविल पद गया। 
अआणवमनी, जियने उत्त रूपब्चिस भारतवण का श्थमग उस काठ में क्या था जब 
ए्ठमाः ने उद्ृग्प ने किये गा शफ्गानां के उनेक आक्रमणों के कारा देश स 
ग्णान्ति व्याप्त थी सिवायत करता ह कि उतर एक थी ऐसा पडित नहीं मिल्ठा 

| उत आालीय यणित के सिद्धान्तों से अबग्त कराता | पद्याणि क्ाबमनी की 

परी शित बिचित थी, उप्रोक्ति कोई भी आदरणीय परदित विदेशों व्यवित की 
द्विणपााण उप जा आन सशणतान्यों और देखमन्दिरा के झूदने वाढो के वग का रहा 
ह4 पह्मायता वाणी ता तैयार ने होता ता भी हुस प्रण विश्वास हे कि पजाव म 
उग परम रा बछिद्वाना वी सरया हह्त छस थी। 

तथापि था निश्चित ई प्िस्प्राहिवी घतातदी के ठाद आारतवाय मे बहत ही तम 
भा्ियि याय 7 आ। प्राह्ीन झवोी पर भय जय लिये गये जौर वृठ नवीन 
ग्रवा या चना भी ह्, पाल एन प्रबा म उन उथठा दिपय सम्द 
एस गृण उही वो वि बे साया दितीय वैय्रता छा लाया पिणयी नव शवारिया 
थे अपन ठिपया बा प्रामाणिय ग्रव मान जा ए7 हे हटाने में शाम तर । 
सालिव पर्चिस 
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करने की आधुनिक विधि और वर्ग, वर्गमूल, घन और घनमृल् निकालने के 
नियमों का वर्णन सभो ग्रथों मे मिलता है। 

यद्यपि उपर्युक्त मौलिक परिकर्मों के केवल अन्यन्त सक्षिप्त विवरण उपलब्ध 
हैं, वो भी इन परिकर्मो को करने की प्रावीन विधियों का पु्न्निर्माण करना कठिन 
नही हूँ, क्ण्ेकि ये विशियाँ सुप्रसिद्द है और पिछले १५०० वर्षोसे या औौर भी 
अधिक काल से विद्याथियों को अविकल रूप से सिखायी जा रही हँँ। आज भी 
जो विद्यार्थी आधुनिक स्कूलो मे न पट कर सस्क्रत पाठ्यालाओं में जिश्षा प्राप्त 
करते है इत परिकर्मो को प्राचीन पद्धति के अनुसार पाटी पर करते हैँ । इन विधियों 
के विस्तृत विवरण पृथ्‌दक स्वामी, और भास्कर द्वितीय आदि द्वारा लिखें हए 
प्राचीन ग्रयो के भायो में भी मिलते हैँ। 


जैसा ऊपर कह आये है, गणना का कार्य पृथ्वी पर अथवा परादी पर 
धूल बिछा कर किया जाता था ।' कभी-कर्भी खडिया के टुकड़े से पाटी पर लिख 
कर भी गणना की जाती थी। परन्तु चकि लिखे हुए अक आकार मे बडे होते 
थे, अतएवं पाटी पर अको की बहुत सो पक्तियाँ नही आ पाती थी। अतएव 
अनावश्यक अको को मिटा देने की प्रथा थी। परिकर्मो का|विस्तृव विवरण देते 
समय, आगे उदाहरण द्वारा इसका सपर टीकरण किया जायगा। 


णचीन काल से ही हिन्दू गणितज इस बात को मानते रह हैं कि गणित के सव 
परिकर्म मूलत दो परिकर्मो--सकलित और व्यवकलित--पर आश्रित हैं 
इस सम्बन्ध भास्कर प्रथम का निम्नलिखित कथन हूँ 

“यह गणित यश्वपि चार (प्रकारो) में व्याप्त है, (मृलत ) दो प्रकार का हूँ । 
वे दो प्रकार ह--वृद्धि और ह्ास। जोड़ वृद्धि हैं, और घटाना ह्वास है। इन्ही 
दो भेदों से सम्पूर्ण गणित व्याग्त है। कहा भी गया है-- 

गणन और गत” जोट के भेद है, भाग और गतमूल' अन्तर |के भेद कह 
गये है । इस प्रकार सम्पूर्ण गणित-भास्त्र को वृद्धि और ह्वास से व्याप्त देख कर 
(वस्तुत ) उसके दो ही भेद मनाना चाहिए।” 


* उदाहरणत , ६ का ७वाँ गत ६ हूं। 


उदाहरणत ६” का ७वाँ गतमूल ७ है। 
देखिए भास्कर प्रथम का आर्यभटीय-भाष्य, गणित-पाद को भूमिका। 


३ 


ब 


संकलित 


२ सकलित (जोडना) 
परश्भिाषा 
“बहन सी सस्पाओं के एकीकरण को सकलछित झहते है ।' 


आवभटद द्वितीय (९५७५० 5०) ने संकलित की निम्न परिभाषा दी 
सतादित के अथ में निम्नलिखित गह्दों का सामान्य रुप गे प्र 


८. 
श 


गया हैं 
सकठान, मिश्नण, सम्मेलन, प्रक्षेपण, लणेजन, उक्ति,|ग्रोग, और 
कुछ लेखकों मे सबलित शब्द को द्वेडीकल' के अब सम प्रयोग हि 


परण (भर्थात्‌ क्रिया) 
गणित छौर ज्योतिष के सब ग्रथों से सछल्ित करने मी रीति के 
सव शिदित सास टिया गया है । तो भी बाद की बुछ प्रारम्भिक पुस्तकों 


/ 


नर 
त्र्म्स 


५ 


बुए पक्षित दिवण मिउता # । उदहरणन भास्कर हितीय ने झपस 
१०8 


दती में निम्न कथन विद्या 
“अको को जपने अपने स्थानों के >नसार दस से उबबा 


घाहिए। 
प्रम विधि 

सकादिल वी उपर्यु्त क्रम विधि में पहे तस्थाझ को श्यधनिक रीति 
उप नीचे छियत थे औ सब सबसे नीचे (ऊप”) शाही ररण के सीने 
एव - लतिज शा खीचत थे. जिरबा नीचे (पा) पयराण या | 
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पहले इकाई के अको को जोड लिया जाता था , इस प्रकार योगफल को इकाई- 
वाला अक प्राप्त होता था। इसके बाद दहारईवाले अक जोटे जाते थे, और आये 
हुए जोड में तिज रेखा के नीचे लिखी हुई दहाई को (यदिहोती थी तो) जोछते 
थे , इस प्रकार योगफल का दहाईवाला अक; प्राप्त होता था। इसके बाद इसी 
प्रकार क्रम से सैकडे, हजार आदि के अक जोडे जाते थे। एक प्रकारान्तर 
यह भी था कि जोडी जानेवाली सवसे बडी सस्या संवसे ऊपर लिखी जाती थी 
और इस मसख्या के अको को मिटा-मिटा कर योगफल के ऊक लिखे जाते थे । 


उत्कम विधि 

उत्क्रम विधि में पहले अन्तिम (विलकुल बायी ओर ) वाले स्थान के अक जोड़ 
कर क्षतिज रेखा के नीचे लिखे जाते है। उसके वाद कऋ्रमण दाहिनी ओर के स्थानों 
के अक जोडे जाते है। आशिक योगफलो के अक, आवज्यकता पइने पर, अगले 
स्थान के अको को जीडने के पश्चात्‌ शुद्व कर लिये जाते है। उदाहरणार्थ, यदि 
अंतिम स्थान के अको का जोड १२|होता है तो १२ को लतिज रेखा के नीचे इस 
प्रकार स्थापित करते हैं कि अक २ अतिम स्थान के ठीक नीचे पडता है। इसके 
बाद यदि अगले स्थान के अको का जोड १३ होता है तो अक ३ को जुड़े हुए अफ़ो 
के स्थान के ठीक नीचे लिखते हँँ और १ को वायी ओर के (पहले ही से लिखे हुए) 
अक २ में जोड देते हैँ (अर्थात २ को मिटा कर उसके स्थान में ३ लिस 
देते है ) ।* 


* सुधाकर द्विवेदी, गणित का इतिहास, बनारस, १९१०, पृ० ६० । 
२ मसनोरजन नामक टीका में सकलित की प्रक्रिया निम्न प्रकार से समझायो 





गयो हैं . 
उदाहरण। २, ५, ३२, १६३, १८, १०, और १०० का योग ज्ञात करो। 
इकाइयो का जोड २, ५४, २, हे, ८, ०, ० २० 
दहाइयो का जोड हे, &, ९, १, ० श्ड 
संकडो का जोड १, ० ० १ २ 
फुल जोड ३६० 


टीकाकार ने क्रम और उत्क्म विधियों को एक साथ समझाने के लिए क्षेतिज 
क्रम का प्रयोग किया है। परन्तु इसका कभी प्रयोग नहीं हुआ | 


व्यवकलित श्२्श 


अचवबाले ऊर्व्वावर रेखे सीचकर रघानों वा प्थवकरण कर देते थे, परन्तु 
हम्दू डोग ऐपा नी करते थे। 


३ व्यवकलित (घटाना) 

परन्भिाषा 

आउभट द्वितीय ने व्णवक्तादेत की निम्न परिभ्गाता दी हूँ 

सवधन में से बुद्ध छटान को व्यवकलित वह़्ते है, (पढ़ाने पर) जो 
ब्चता ह उसे शेष कहते है । 

ब्यव्वदित के अथ में निम्नत्णित्रित घह्लो का भी प्रयोग क्रिया गया है 
ब्यन्वा दिल, व्यत्काश्न, शोवन पालन विय्योग इत्यादि। 

जिस परया में काई सस्ण पटाई जाती ढू उसे सवश्षन था वियोज्य कहा गया 

, आओ जा पस्पा पाए जाती # उसे विय्राजक कहा गया हूँ ' घटाने से बची 
४ भरप्रा यो शोप अथवा अन्‍्ता वहा गया है । 
पण 


/) पक 


हे ॥। न्‍ गे | 


भाीका द्वितीय ने यब्यति के शिए निम्नछिखित नियम ढठिया हू 
आफ था अपन अएन रथाना वे अनार जम से एएवा उन्य्म से पदाना 


चारा । 


घर (या जनजोस) विधि 


१२६ हिन्दू गणित-आस्त्र का इतिहास 


हैं, और शेप ग्रहण किया जाता हैँ, और वह १० आगेवाले स्थान से ब्रठाया जाता 
है। इस प्रकार वह १० अतिम सल्या तक तव तक लिया जाता हैँ जब तक उसका 
पूर्ण हूप से ह्वास नही हो जाता। दूसरे शब्दों मे १ तक के अक एक स्थान लेते 
है, स्थान का अन्तर पडना १० से आरम्भ होता है, अतएव ज्ञात किया जाता 
हैँ कि 'सख्यः में कितनी दहाइया हैं , और इसलिए वह अक जो अपने स्थान से 
नही घटाया जा सकता वह आगे की दढाई से घटाया जाता है, और शेप का ग्रहण 
किया जाता हैं।” 

उपर्यक्त विधि में घटाते का क्रम इकाई से आरम्भ होता है, अतएव इसे क्रम 
विधि कहते है । 
उत्क्म विधि 

उत्कम विधि भी क्रम विधि के सदग हँ। अन्तर केवल इतना है कि इसमे 
घटाने का क्रम सर्वधन के अन्तिम स्थान से आरम्भ किया जाता हैं, और पहले के 
आशिक शेष, आवश्यकता पडने पर, बाद में शुद्ध कर लिये जाते है। इस विधि 
का प्रयोग पाटी पर ही किया जा सकता हूँ, क्योकि अको का मिटाना और बद्ध 
करना पाटी पर ही सम्भव है । यह विधि क्रम-विधि से सरलूू समझी जाती थी, 
और यही विधि सामान्य रूप से भारतवप में प्रचलित थी।' 


१.५ गुणन 

परिभाषा 

गणन झब्द अत्यत प्राचीन है, क्योकि इसका प्रयोग वैदिक साहित्य मे मिलता 
हैं। गृणन के अर्थ मु हनन, वध, और क्षय इत्यादि शब्दों का भी प्रयोग हुआ 
हैं। इन शब्दों का शाल्दिक अर्थ वब करना' अथवा “नष्ट करना' है। प्रतीत 
होता है किन शब्दों का प्रचार दशमलव स्थान-मानवाली सख्याओ को गुणा करने 
के नवीन नियमो के बन जाने के' बाद हुआ, क्यग्रोकि नवीन नियम के अनुसार 
गृण्य राभि के अक एक-एक करके मिटा दिये जाते थे और उनके स्थान में गृणनफल 
के अक लिख दिये जाते थे।. हनन शब्द के पर्यायवाचक शब्दों का प्रयोग आयेभट 


* गगाघर के अनुसार घटाने में उत्कम विधि सरल पडती हू और जोड 
में क्रम विधि। 
१ आगे पृ० १२६ में कपाट-सन्धि गुणन की विधि का वर्णन दिया गया हैं । 


गुणन श्र्७ 


बे 


प्रधम', शहागुत, श्लीधर, ओर परवर्नी लेखकों के ग्रथो म मिलता हैं। वक्षाली 
हस्तलिपि में भी इन शब्दों का प्रयोग हुआ हूँ ।' 

अभ्यास' घह्द का प्रयोग जोद और गूणन दोनो अर्थों मे शुल्व ब्रथो (८००- 
४०० 5० पू०) में मिच्ता हँ | इससे विदित होता हूँ कि प्राचीन काल में गुणन 
बाएने की प्रक्रिया अनेक वार जोडने पर आवारित थ्री। गणन के अर्थ में वक्षाली 
ह्तस्गवि में प्रय क्त जब्द 'परस्परक्ृत' ( एकत्र करना) स्प्टत प्राचीन काल का 
अव्णप है। उस प्राचीन शब्दावली से सिद्ध होता हूँ कि प्रात्रीन काल में गुणन 
वी पीभाषा थी-- जोड की वह प्रक्षिया जिसमे गृण्य को गुणक सस्परा तुल्य बार लिख 
बर जोदा जाता हो ।' यह परिभाषा भास्कर प्रथम के आयंभदीय-भाष्य में मिलती 
है। टीडाबती के टीवाकारों पे भी गणन की यही परिभाषा दी है । “भास्कर 
प्रथम न निम्नी”खित शब्दों को गणन शब्द के पर्रयवाउक माना है रुवर्ग, 
बात, ह_ति , और उद्बतना। 

जिय सरया को गणा किशा जाता हूँ उसे गष्प कह 
पे गणा विया जाता # उप गणक अश्ठा गणवह्यार ऋक््ते है। गणा करने 
से जा गसरया प्राप्त होती है उप गणनएड अब प्रत्यन्पत कहते हैं। में 
गरद गणिय थे सभी उपाय ग्रथ्नो मे सिद्ले 5 । 
गणन थी चिरधिरय्ाँ 


“| 
जे | ५ 
| 
६8844 ॥ 
ग। 
तक 
ह्ई। 
किई। 
| 
न 
जय. 


आय भट प्रथम ने गणन को पामारद्र बिदयिया क्षा खान नहीं तिथपा 7, 
वादाचित इपाओया कि थे उतनी सार और प्रष्मापद 5 कि हउचा सिजाय-गय 
' निवेश उचित ली बा । उद्यापि द्वद्ागार ३ द्रणए। ण गियदा है य गणिया- 
पाय मे बता वियिया वे नाम दिये। जा एव हाई का «वी विधा 

'गणवार मे जितने (रबान छपी का एसनी २२ गाय जा (पर री) 


आग भेरोय, गणितपाद, शलोता $६ ८६६ शापनडदि। 
बाली इस्तलिपि, पा. ६० (८ 

' घलाली एरतलिपि पत्र ६३ । 

बोौलतप एरिन्‍्दू अलजंबरा एप *5१३६। 

घायभातय गणितपाद $ (राप्प)। 

एणा था जन थार दोनबक ने एए स्रणास्मान भा 
विश प्‌ । 


| ददीपन्द पोशान | 


श्श्८ हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहस 


गोमूत्रिकावत्‌ (एक-एक स्थान हटा कर) लिखों, उसके वाद उनको (गुणकार के 
संगत स्थान खडो से) गणा करके एक में जोड दो । इस प्रकार गुणनफल की प्राप्त 
ड्रोगी । 

अथवा, गृुणकार के खडो की जो समस्या हो उतनी वार गृण्य को (अलग- 
अलग ऊपर नीचे) लिखों (और जोइ दो। इनजोटडो को परिस्थिति के अनुसार, 
आयस मे जीट दो अथवा गुणा करो । इसप्रकार भी गृुणनफल की प्राप्ति होगी) । 

“(अथवा) गृण्य को गूणकार भर किसी इष्ट सस्या के बोग अथवा अन्तर 
से गुणा करो, और गृणनफल में इप्ट और गुण्य के गुणनफल को घटा अथवा 
जोड दो | 

इस प्रकार ब्रह्मगुप्त ने गुगन की चार विधियों का वर्णन किया है. (१) 
गोमृत्रिका, (२) खण्ड, (३) भेद, और (४) इप्ट। केपाट सन्धि नामक सामात्य 
एव सुप्रसिद्ध विधि को उन्होंने छोड दिया हें । 

श्रीवधर ने गुगन की निम्नलिखित विवियो का वर्णन किया है (१) कंपाट- 
सन्वि, (२) तत्स्य, (३) रूपविभाग, और (४) स्थानविभाग। महावीर 
ने भी इन्ही चार की चर्चा की है। आयंभट हितीय ने केवल कपाट-सन्धि नामक 
सामान्य विधि का वर्गन किया हैं। भास्कर द्वितीय ने इन चार विधियों के अति- 
रिक्त ब्रह्मगुप्त के इष्टगूणन का भी वर्णन किया है। भास्कर द्वितीय द्वारा वरणित 
पाच विवियो का वर्णन पहले के लेखक श्रीपति ने अपने सिद्धान्त गेसर में किया था। 
गणेथ देवज" (लू १५४५ ई०) ने गेलोसिया' नामक विधि को कपाट-सर्निस 


' खड का अथ्थ हुँ वे सल्याएँ जिनका योग गुणनफल दो हुई ससया के तुल्य हो) 

* ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, अध्याय १२, इलोक ५५॥ 

' ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, अध्याय १२९, इलोक ४५६। कोलब्रुक (प्र॒व॒क्ति 
ग्रथ, पृु० ३२०) का विचार हूँ कि यह नियम उस अवस्था में शुद्ध गुणनफर्ल 
निकालने के लिए हूँ जब भूल से गृण्यराशि कुछ छोटी या बडी ले ली गयी 
हो। यह विचार ठीक नहों हैं। 

* लीलावती पर टीका (एशियाटिक सोसायटी आँव बगाल, कलकत्ता, हस्तलिपि 
न० १ वी ६), पु० १७, १८। इस ग्रथ में केवल दो विधियां दी गयो है (१) 
कपाटसथि और (२) क्पाटसथि (ब)॥। 


गुणन १२५ 


दे! नाम से वगित विया हैं, और छिखा है कि बुद्धिमान व्यक्ति गुणन की अनेक 
टूसीीी विवियाँ निकाण सकता है । उनकी कपाट-्सन्वि विधि मणित-मझछजरी में 
बरशणित है । हमने एप विधि को कपाट-सन्धि (ब) कहाहे । 

हिन्दरआ द्वारा प्रवक्ता सात! विशिन्न विधिें का विवरण नीचे लिया जा रफा 
है। उनमें वेदुझलो २०० ई० सक् की पूरानी हैं। में विधियाँ आठटी 
शवाव्ती मे अरठ को थे जायी जा चत्री थी और वहाँ से उनका प्रवेश यूरोप से 
हुआ छा। राय में उनके दशन मब्यकालीन छेखओ की द्ृृतियों में होते 


/)]|& 


। 
कापाद-भधि दिधि 
श्रीवट ने उप जिधयि छा निम्न प्रकार से वणन किया 
गणवय के नीच कपाटसन्वि की भाँति गष्प को रखकर विलोग सथवा 


/|% 


असणाम शिण्ि वे अनपार गणआऋ का शक्नातर स्थान ह्द्ानल्टा कर कम से गणा 
पा 

नंगभट द्ितीय ने एप बिधि हा इणन ता किया # परत्तु उसका नाम नहीं 
डिप्रा 

गणव यो एयाए था क्षा गये शे अच्विमंदारे छत के टीका ऊपर (एप्से 
४7 गणवा छए गएप उपर नीच) रवापित छत। जाओे ठाद [एक-एक करते) 
गण्य वे प्रयपा पर से गणया वे घी या उत यथा जव। 


“पति न एस दिविया कराद-परिर भाग 77 ४5 5यथया “चम्न प्रताग्स 
37 8 8 फिग्ति हु ते 
गणय मे सोल गण्य वे (हयात उ॥ ४ ह४०७ 7 हे 75 [जाई 


5 लत ते जाग जद भव कियि हिकाला लए सकता कांओ  >7 हू 


हि वफ] वज]। 


१३० हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


महावीर ने कपाटसथि नाम की विधि का उल्लेख किया है परन्तु उसका विवरण 
नहीं दिया है' , और भास्कर द्वितीय ने इसे समझाया है परन्तु इसका नाम 
नही दिया है । नारायण ने कपाट्सथि का नाम भी दिया हैँ और उसका वर्णन 
भी किया हूँ जो प्राय अब्दग श्रीवर वाले वर्णन के अनुरूप है। 

इस विधि की विज्येपताएँ ये है (१) गृण्य और गुणकार के सापेक्ष स्थान और 
(२) गृण्य के अको का मिटाना और उनके स्थान मे गुणनफल के अको का स्थापन । 
पहली विशेषता के कारण इस विधि का नाम कपाट-सवि पडा और दूसरी विशेपता 
के कारण गणित के ग्रथो मे मिलनेवाले हनन, वब, इत्यादि शब्दों का आविर्भाव 
हुआ। ये शब्द आर्यभट प्रथम और ब्रह्मगुप्त के ग्रथो में तथा वक्षाल्ी हस्तलिपि 
मे मिलते है जिससे निश्चित रूप से सिद्ध होता है कि यह विधि ३०० ई० के लगभग 
भारतवर्प मे ज्ञात थी । 

निम्नलिखित उदाहरणों' की सहायता से कपाट-सधि की क्रम और उत्क्म 
दोनो विधवियाँ समझ में आ जायँगी। 
क्रम (अनुलोम) विधि 

प्रतीत होता है कि इस विधि का अधिक प्रचार नही था, क्योकि ग्यारहवी 
शताब्दी के वाद उसका कोई उल्लेख नही मिल्ता। इसका अन्तिम वार उल्लेख 
श्रीपति ने किया हूँ । 

उदाहरण । १३५ को १२ से गुणा करो। 

पहले इन सख्याओ को पाटी पर निम्नलिखित प्रकार से लिखते हें 

गुणक १२ 

गुण्प १३५ 
उसके वाद गुण्य के इकाइवाले अक (५) को गुणक के अको से गुणा करते 
हँ। इस प्रकार ५५२७०१०, ० को २ के नीचे लिखते है और १ को एव स्थान 
वायी ओर ले जाते हैं।! इसके बाद ५४ १-०५, इसमे (आगे ले गग्ने अक) 


' गणित-सार-सग्रह, पृ० ६। 

*ये उदाहरण लोलावती की ठटीकाओ, विज्ञेपषकर मनोरजन नाम की 
टीका, पर आधारित हे। मनोरजन में ये विवियाँ अधिक विस्तार में समझायी 
गयी है। 

* नया विद्यार्थी कदाचित्‌ इसे पाटी पर अन्यत्र लिख लेता था । 


गुयन १३१ 


को जोदने पर ६ प्राप्त होता है । (पादी पर ल्खि हुए) ५की बब आवश्यकता 
न होने से उसे मिटा देते हूँ और उसके रथान में प्राप्त ६ को लिख देते है। इस 
प्रवार पाटी पर अब निम्नलिखित सरपाएँ होती है 
9० 





9 
है 
22:56 
5. 3६ 5३. 8 लिवर 
अब ३ को गणऊक वे अको से गुणा करते #&।॥। इसका विवरा यह है. ३% रच 


६, इप ६को ०» केनीजे णिसे हुए ६ में जोडते पर १२ प्रान्त होता है। ६को 


मिटाया उसके रपान में ? ड्सि इेते है ।  £* को छागे ले जाने है। इसके बाद 
मदाकर उपके स्पान 


से ८ टिप उले है। एप प्रया। ३ जो १२ ने गगा हो जाने पर १२ को 


३८४हहम, ६! (आगे ऐ॥ जायागया) १ नच४। ३ को 


कः 32%: 


पा उतने हाथी ब्योह कटाप्रत पल #। ८ क पोटा पर मिम्तीलिपित 


परपा वायी है । 


१३० हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


महावी र ने कपाटस वि नाम की विधि का उल्लेख किया है परन्तु उसका विवरण 
तही दिया है' , और भास्कर द्वितीय ने इसे समझाया है परन्तु इसका नाम 
नही दिया हँ । नारायण ने कपाटसथि का नाम भी दिया हैँ और उसका वर्णन 
भी किया हैँ जो प्राय अव्दश श्रीवर वाले वर्णन के अनुरूप हैँ । 

इस विवि की विशेषताएं ये है (१) गृण्य और गुणकार के सापेक्ष स्थान और 
(२) गृण्य के अको का मिटाना और उनके स्थान मे गुणनफल के अको का स्थापन | 
पहली विशेषता के कारण इस विधि का नाम कपाट-सथि पडा और दूसरी विशेपता 
के कारण गणित के ग्रथो मे मिलनेवाले हनन, व, इत्यादि गब्दों का आविर्भाव 
हुआ। ये शब्द आर्यभट प्रथम और ब्रह्मगुप्त के ग्रथो मे तथा वक्षाली हस्तलिपि 
में मिलते है जिससे निश्चित रूप से सिद्ध होता हैं कि यह विधि ३०० ई० के लगभग 
भारतवर्ष में ज्ञात थी | 

निम्नलिखित उदाहरणो' की सहायता से कपाठ-सधि की क्रम और उत्क्रम 
दोनो विधियाँ समझ में आ जायँगी। 
क्रम (अनुलोम) विधि 

प्रतीत होता हैं कि इस विधि का अधिक प्रचार नही था, क्योकि ग्यारहवी 
शताब्दी के वाद उत्तका कोई उल्लेख नही मिलता। इसका अन्तिम बार उल्लेस 
श्रीपति ने किया हैँ । 

उदाहरण | १३५ को १२ से गुणा करो। 

पहले इन सख्याओ को पाटी पर निम्नलिखित प्रकार से लिखते हैं 

गुणवा १२ 

गुण्प १३५ 
उसके बाद गुण्य के इकाइवाले अक (५) को गुणक के अको से गुणा करते 
हँ। इस प्रकार ५५२७-१०, ० को २ के नीचे लिखते है और १ को एक स्थान 
वायी ओर ले जाते है।!' इसके बाद ५९% १७-५, इसमें (आगे ले गग्ने अक ) 


* गणित-सार-सग्रह, पृ० ६। 

* ये उदाहरण लोलाबती की टोकाओ, विज्वेषकर मनोरजन नाम की 
टीका, पर आधारित हूँ। मनोरजन में ये विधियाँ अधिक विस्तार में समझायी 
गयो है। 

' नया विद्यार्थी कदाचित्‌ इसे पाटी पर अन्यत्र लिख लेता था । 


गुणन १३१ 


१ को जोडने पर ६ प्राप्त होता है । (पाटी पर लिखे हुए) ५ की अब आवश्यकता 
न होने से उसे मिटा देते हैँ और उसके स्थान में प्राप्त ६ को लिख देते हैं। इस 
प्रकार पाटी पर अब निम्नलिखित सख्याएँ होती है 


१२ 
१३६० 
अब गुणक को एक स्थान बायी ओर हटाते हूँ । 
१२ 
१३६० 


अब ३ को गुणक के अको से गुणा करते है। इसका विवरण यह है. ३१ २५७- 
६; इस ६को २के नीचे लिखे हुए ६ मे जोडने पर १२ प्राप्त होता है। ६को 
मिटाकर उसके स्थान मे २ लिख देते हैं। १ को आगे ले जाते हैं। इसके बाद 
३७ १५८३, र३-+- (आगे ले जाया गया) १5५-४। ३ को मिटाकर उसके स्थान 
से ४ लिख देते है। इस प्रकार ३ का १२ से गुणा हो जाने पर १२ को 
फिर एक स्थान वायी ओर हटाकर लिखते हैं। अब पाटी पर निम्नलिखित 
सस्याएँ होती हैं । 
श्र 
१४२० 
अब २७८ १७०२, २-+-४--६, ४ को मिटाकर उसके स्थान में ६ लिखते 
है। १७१८१ को ६ के वायी ओर लिखते है। अब क्रिया समाप्त हो जाने 
वेः कारण, गुणक १२ को मिटा देते है और पाटी पर निम्नलिखित सख्या शेप 
रहती हूँ 
१६२० 
इस प्रकार ११और १४५ सख्याओं का हनन हो गया और एक नयी संख्या 
१६२० प्रत्यृत्पन्न हो गयी।'* 
पाठक देखेगे कि गुणक का स्थान और उसका चालन दो महत्त्वपूर्ण कार्य 


' यही वारण है कि गुणन के अर्थ में हनन और इसी प्रकार के अन्य पर्याय- 
बाचक शब्दों वा प्रयोग किया जाता था। 
* अतएव गुणनफल को प्रत्युत्पन्न कहते थें। 


१२२ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


करता है, अर्थात्‌ (१) गुणक का अन्तिम स्थान इस बात को सकेत करता है कि 
गुण्य के किस अक तक गुणा करना है, और (२) गुणक का स्थान दस बात को 
सूचित करता हैँ कि गुणनफल को उसके नीछे लिखे हुए अक में जोडना है । 

कभी-कभी गुण्य के किसी अक को गुणक से गुणा करने पर गुणनफल गुणक के 
अन्तिम स्थान से आगे निकल जाता है। एसी परिस्थिति में आशिक गृणनफल का 
अन्तिम अक अन्यत्र लिख लिया जाता हैं। १३५ को ९० से (उपर्यक्त विधि से) 
गुणा करने पर पाठक को यह वात देख पढेंगी । 

नये विद्यार्थी को ऐसी परिस्थितियों में निम्तलिखित दो प्रकार की अशुद्धियाँ 
कर देने की सम्भावना रहती थी (१) अन्यत्र लिखें हुए अक का अजुद्ध प्रयोग 
कर देने की, और (२) गुणक के अन्तिम स्थान के आगे लिखे हुए गृण्य के अको 
को मिटा देने की। इन कारणों से इस विधि का अधिक प्रचार नहीं हुआ, और 
उत्कम विधि अधिक पसन्द की जाती थी। 


उत्कम (विलोम) विधि : 

उत्क्रम विधि के दो प्रकार दृष्टिगोचर होते हैँ। 

(अ) पहले में सख्याएं निम्न प्रकार से लिखी जाती हैं। 

गुणक १२ 

गुण्य १३५ 

गृणन का आरम्भ गुण्य के अन्तिम अक से होता है। इस प्रकार १७८ २८ 
२, १ को मिटाकर उसके स्थान मे २ लिखा जाता हैँ, इसके वाद १» १८- १, 
यह १ उसके वायी ओर लिखा जाता है ।। इसके बाद गुणक १२ को एक स्थान 
दाहिनी ओर हटाते है। पाटी पर अब निम्न सख्याएँ होती है । 

श्२ 
१२२५ 

अब, ३७२७-७६, ई को मिटाकर उसके स्थान में ६ लिखते हैं। अब ३% १-२३ 
और ३-- २5०५, २ को मिटाकर उसके रथान में ५ को लिखते है। इसके बाद 


*अथवा प्रकारान्तर से: १७८१--१ और तब १»८२८--२, इस प्रकार 
गृण्य में १ के स्थान में १२ हो जाता हूँ, इत्यादि। 


गुणन १३३ 


गुणक को पुन एक स्थान दाहिनी ओर हटाते हैं। पाटी पर अब निम्न सख्याएँ 
होती है। 
श्र 

१५६५ 
अब ५७ २--१०, ५ को मिठाकर उसके स्थान में ० लिखते है । अब ५)६ १७- 
५, ५५१७-०६, ६-+-६-5१२, ६ को मिठाकर उसके स्थान में २ रखते हे 
और १ को दहाई मे ले जाते है अर्थात्‌ ५ मे जोडते हैं, इस प्रकार ५ को मिटाकर 
उसके स्थान में ६ लिखते हैं। पाटी पर अब निम्न सख्या होती है 

१६२० 
जो कि इष्ट गुणनफल है। दहाई मे जोडे जानेवाले अक पाटी पर अन्यत्र लिख 
लिये जाते हूं और उनका जोड हो चुकने पर मिटा दिये जाते हूँ । 

(व) दूसरे मे (गुणक के अको द्वारा) आशिक गुणनफल क्रम-विधि से 
किया जा सकता हैं। तथापि ऐसा प्रतीत होता है कि आशिक गुणनफल उत्क्रम 
विधि में करने की परिपाटी थी । निम्न उदाहरण से यह विधि समझ में आ जायगी। 
उदाहरण। ३२४ को ७५३ से गृणा करो। 

गुणक और गुण्य निम्न क्रम से रखे जाते है। 

गणक छ्ण्रे 
ग्ण्य ३२४ 
गुणन का आरम्भ गुणक के अन्तिम स्थान से होता हैं। ३*८७--२१, १ 
नो गणक ७ के नीचे रसते हैँ और २ को उसके वायी ओर निम्न प्रकार से 
७५०३ 
२१ ३२४ 
इसके बाद ३२५ ५-०१५, ५ को गुण्य ५ के नीचे रखते है और १ को वायी ओर 
रखे हुए १ में जोड देते हैँ, अर्थात्‌ १ को मिटाकर उसके स्थान मे योगफल २ को 
लिखते हैं। अब पाटी पर निम्न सरयाएँ होती है 
परे 
र२५३२४ 
जब ३७८३ 5९, गण्य के ३ को सिटाकर उसके स्थान में १ को लिखते है। 
७५३२ 
र२र५ण०९२४ 


१३४ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


अब गृणक को एक स्थान दाहिनी ओर हटाते हैं 
छए३ - 
२२५१९२४ 
अब ७४८ २७-१४, ४ को ७ के नीचेवाले ५ में और १ को ५ के वायी ओर 
के २ में जोइते हैं । 


७५०३ 
२३९९ २४ 
अब ५७ २--१०, इस १० को ५ के नीचेवाले अको में जोडते हैँ 
७५३ 
२४०९ २४ 


अब २२८३-०६, इस ६ को ३ के नीचेवाले ? को मिटा कर उसके स्थान में 
रखते हूँ 

७५३ 

२४०९६४ 
इसके बाद गृुणक को पुन एक स्थान दाहिनी मगोर हटाते है । 
७५३ 

२४०९६४ 
अब ४ को क्रमानुसार गुणक के ७, ५ और ३ से गुणा करते हे, पहले दो गुणनफलो 
को क्रश ७ और ५ के नीचे लिखी सख्याओ में जोडते है और अन्तिम को ३ 
के नीचेवाले ४ को मिटाकर उसके स्थान में लिखते हैं। इस प्रकार क्रम से 
निम्नलिसित सख्याएँ मिलती हे । 


(अ) ७५३ 
२४३७६४ 
(व) ७५३ 
२४३९६४ 
(स) कि 
२४३६९७२ 


यही अन्तिम सख्या २४३९७२ इणप्ट गुणनफलछ है। 
जैसा पहले कहा जा चुका हैँ, गुणक का स्थान और उसका चालन उपर्युक्त 
क्रिया में महत्वपुर्ण कार्य करता है। गणक के अक भी भ्रम-निवारणार्थ क्रम से एक 


गुणन १३५ 


एक करके मिटा दिये जाते है, इस प्रकार परिस्थिति (अ) में ७ मिटा दिया जाता 
और परिस्थिति (4) और (स) में क्र ५ और ३ मिटा दिये जाते है। 
उपयुंवत विधि का निम्न प्रकारान्तर भी मिलता हूँ ' 
“ुण्य १३५, गुणक १२९। गुणक को गुण्य के अन्तिम स्थान पर रसने पर 
१२ 
श्र५ 
अकाना वामतो गति नियम के अनुसार गृण्य के अन्तिम अक १ को 
१२ से गुणा करते हैं। इसके अनन्तर १२९ को एक स्थान (दाहिनी ओर) 
हटाते हूँ 
१२ 
१२२५ 
अव, गुण्य के उपान्तिम अक ३ को १२ से गुणा करने पर निम्नलिखित की प्राप्ति 
होती हैं 


ले ७ 
>) 


१२६५ 
रे 
पुन १२ को एक स्थान (दाहिनी ओर) हटाने पर 
श्र 
१२६५ 
ठ्े 
अब गृणक के इकाई के अक ५ को गृण्य १२ से गुणा करने पर निम्नलिखित प्राप्त 
होता है । 
श्र 
५२६० 
३६ 


अब गृणक को मिटाने पर निम्नलिखित सरयाएऐंँ मिलती है 


पृपारास दंवज्ञ कृत लोलावत्यूटाहर०, एशियाटिक सोसायटी आवब 
व्याल, घलपत्ता, हरत्तलिपि न०३ एफ ११० ए। 


१३६ हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


१२६० 
35 
जिन्हे यथास्थान जोड़ने पर १६२० मिलता है (जो इृप्ट गुणनफल है) । 
पश्चिम में प्रवेश 
गुणन की कपाट-सन्धि विधि अरब में प्रविष्ट की गयी थी जहाँ के लोगो ने 
हिंदुओ से दशमलव गणित सीखा था। इस विधि का प्रयोग अल-स्वारिज्मी (८२५ 
ई० ), अल-नसवी' (ल० १०२५०), अल-हस्सार (ल० ११७५६०), बल- 
कलसादी' (ल० १४७५ ई०) और अन्य बहुत से लेखकों के ग्रथो में मिलता 
हैं। निम्न उदाहरण अल-नसवी के ग्रथ से उद्धृत किया गया है। अलू-नसवी ने 
इस' विधि को 'अल-अमल अल-हिन्दी' तथा तारिक अलछ-हिन्दी” (“हिन्दुओ की 
विधि”) कहा है। 
उदाहरण। ३२४ को ७५३ से गृणा करना। 
४३ 
3285 
है5४७ 
२४२३७६२ . अतएव गृूणनफछ "5 २४३१७२। 
३२४ 
3५३ 
७५३ 
७५३ 
यहाँ पर भी गृणक और गुण्य के स्थापन की विधि हिन्दू विधि के बिल्कुल 
अनुर्प है। गृुणक का चालन भी उसी भाँति किया गया है । चूँकि क्रिया कागज 
पर की गयी है, इसलिए अकों को मिटाया न जाकर काट दिया गया है ! 
यूरोप में मैक्सिमस' प्लानूडेस के ग्रन्थ में भी उपर्युक्त विधि का विवरण 
मिलता है । 


!एफ बेप्के, १ (६), पू० ४०७। 
*१ एच, सूटर, विब्लियोथेका मैथेमेटिका २ (३), पृ० १६। 
* पूर्वोक्त ग्रथ, पृ० १७। 
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गेलोसिया विधि 

'गेलोसिया'' नाम से प्रसिद्ध विधि का गणित-मज्जरी (१६ वी शताब्दी) में 
'कपाट-सधि विधि' कह कर वर्णन किया गया हँ । गणेशदंवज्ञ कृत लीलावती- 
टीका मे भी इसका वर्णन हैँ। प्राचीन ग्रथकारो ने कपाट सपि का वर्णन इतना 
स्थूल किया है कि उसके आधार पर यह कहना कठिन हूँ कि गणेश द्वारा प्राचीन 
लेखको की कपाट-सधि विधि को गेलोसिया विधि कहता कहाँ तक सगत हू । हमारे 
मत से गणेण का यह नामकरण अखुद्ग है।' 


इस समय हम निश्चित रूप से नही कह सकते कि यह विधि हिन्दुओ का 
आविष्कार हूँ अथवा अरबो की देन है जिन्होने, कहा जाता हैँ, ११वीं शताब्दी 
में इसका प्रयोग किया था। यह विधि १४वीं शताब्दी के अरबी ग्रन्थों तथा 
तत्कालीन यूरोपीय गन्‍्थो मे मिलती है। गणेग देवज अपने समय के श्रेष्ठतम 
गणितज्ञों मे से थे और यह तथ्य कि उन्होंने इस विधि को कपाट-सरि विधि 
कहा हैं प्रदर्शित करता हैँ कि गेलोसिया विधि निस्मदेह उनके समय के बहुत 
समय पहले से भारतवर्ष में प्रचलित थी। 


इस विधि का केवल एक ही विवरण मिलता हे जो इस प्रकार हूँ 8 “गृण्य में 
जितने स्थान हो उतने (वर्गाकार) कोष्ठ खीचो और उनके नीचे उतने कोण्ठ 
खींचो जितने गणक में स्थान हो। पहले कोण्ठ मे, उसके नीचेवाले कोष्ठ मे, तथा 
अन्य कोप्ठो में तिथंक्‌ रेखाएँ खीचो। गुण्य के प्रत्येक अक को गुणक के अको से, 
जो एक के नीचे एक स्थापित हैँ, गुणा करो, और गुणन से प्राप्त अको को कोप्ठो 
में रवो। तिययंक्‌ रेखाओ के दोनों ओर के अको का तिर्यक्‌ योग करने पर गणन- 
फल प्राप्त होता है यही कपाटसधि (गुणन) है।”' 


निम्नलिखित उदाहरण लछीलावती पर गणेशदेवज कृत टीका से उद्बृत किया 
गया हूँ 


हम इस विधि को कपाट-सधि (ब) क्हेंगे। 
“पृ० १२६९ पर दिया गया श्रोीपति का उद्धरण। 
' स्मिथ, इतिहास, भाग २, पृ० ११५। 


 टृढ्राजात्मण गणेश को गणित-मज्जरी से अनूदित । 


१३८ हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिडठास 


१३४५ को १२ से गणा करना। 


९ ठे रु 


तिर्यक-गुणन विधि 
श्रीषर, महावीर, श्रीपति तथा कुछ परवर्ती छेखको ने इसे तत्स्थ विधि कहा 
है, परन्तु इन लोगों ने इस विधि का विवरण नही दिया हैं। श्रीवर केवल यही 
लिखते हूँ कि अन्य (विधि) जिसमे गुण्य स्थिर रहता है तत्म्थ कहलाती हैं।' 
यह विधि बीजीय है और इसे बीजगणित के तियंक्‌ गुणन अथवा वज़ाभ्थास के 
सदृध बतलाया गया हैं।। गणेश (छ० १५४५ ई०) ने इसका वर्णन निम्न अ्रकार 
से किया हैं 
गुणन की वह विधि जिसमे सख्याएंँ स्थिर रहती है' तत्स्थ कहलाती है। 
उसका विवरण यह है. गण्य और उसके नीचे गुणक लिखकर इकाई को इकाई 
गुणा करो और गुणनफल को उसके नीचे स्थापित करो। इसके बाद इकाई 
को दहाई से और दहाई को इकाई से गुणा करो, दोनो को जोडकर गुणनफल की 
पक्ति में दहाई के नीचे रतो। अब इकाई को सैकठे से, सैकटे को इकाई से और 
दहाई को दहाई से गणा करो, और उन्हे जोडकर पूर्ववत्‌ (पवित में सँकठे के 
नीचे) लिखों, इसी प्रकार आगे शेप स्थानों को गुणा करों। इस प्रकार क्रिया 


* त्रिशतिका पृू० ३ 

कोलगब्रक, प्वोक्‍कत ग्रथ, १० १७१, फटनोट ५। 

३ उस विधि के विपरीत जिसमें गुणक को एक-एक स्थान दाहिनों या वारसी 
ओर हटाते हें। 


| गुणन ै १३९ 


करने पर पक्ति में रखी हुई सख्या गुणनफल होती हूँ! यह विधि ८वी गताब्दी 
अथवा उसके पूर्व के हिन्द गणितनों को ज्ञात थी। यह विधि अरब पहुँची और 
वहाँ से इसका यूरोप मे प्रवेश कराया गया, जहाँ पर पैसिओली के सूमा' नामक 
ग्रन्थ में इसका उल्लेख मिलता हँ। पैसिओोलोी का कहना है कि यह विधि “अन्य 
विधियो की अपेक्षा अधिक कौतुक एवं चातुर्य से पूर्ण है।” गणेश ने भी लिखा 
हँ कि “यह (विधि) अत्यन्त कौतुकपूर्ण हे और मन्दबुद्धि विद्यार्थी परम्परागत 
मौखिक थिक्षा के बिना इसे सीख नही सकता”। 
स्थान-खण्ड गुणन 

इस विधि में गुण्य अथवा गुणक के स्थान अछूंग-अरहूग करके रखे जाते है। 
६२८ ई० के बाद के सभी ग्रथो में यह विधि मिलती हैं। भास्कर द्वितीय ने इस 
विधि' का निम्न विवरण दिया है “पृथक्‌ पृथक्‌ स्थानों से गुणा करके सब 
को एक साथ जोडना चाहिए ।” 

१३५ को १२ से गुणा करने का उदाहरण लेकर भास्कर द्वितीय ने इस विधि 
को निम्न प्रकार से समन्नाया हूँ 

“गुणक के स्थानों से, अर्थात्‌ १ और २ से, गृण्य को अलग-अलग गुणा करने 
पर तथा प्राप्त गुणनफलो को स्थान के क्रम से जोडने पर १६२० गृणनफल 
मिलता है ।” 

इस विधि के अनुसार गुणा करने मे अकस्थापन में कई क्रमो का उपयोग किया 
गया हैं। उनमे से कुछ निम्नलिखित हैं 

(९): १३५ 

श्र 
१२ 
३६ 


६06 


१५६२० 


' छोलावती, (१, ४-६) पर गणेश की टीका देखिए। 


* स्मिथ (पूर्वोक्त प्रथ भाग २१० ११२) ने इस ग्रथ को उद्धृत कया है। 
' लीलाबती, पुृ० ३। 


* टलर हारा प्रयोग को हुई हस्तलिपि। टेलर को लीटावती, प॒० ८-६, देखिए । 


२१४० हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


(२) १२ १२ १२ 
१ डे 
१2२६० 
३६ 
२६२० 

(३) १३०५० १३५ 
१ पर 
२७० 
१३५ 
१६२० 

गोमूत्रिका ' विधि 


इस विधि का वर्णन ब्रह्मगुप्त के ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त मे मिलता है । विशेषताओं 
में यह स्थान-खण्ड गुणन के सदृध ही है। इसका एक उदाहरण ब्राह्म-स्फुंट- 
सिद्धान्त पर पृथूदक स्वामी कृत टीका में मिलता है, जो इस प्रकार है 

उदाहरण | १२२३ को २०३५ से गुणा करना। 

इन सख्याओ को पहले निम्न प्रकार से लिखते हँ--- 


र्‌ ५5 रे डे 
डरे १ शत रे 
५ 0 ० 


पे 


उसके बाद २, ३ और ५ से सामनेवाले अको को गुणा करते है और प्राप्त 
गुणनफलो को आधुनिक रीति से जोड लेते हैं, 

२४ ४ 

३ 


ल्‍दगी ४) 
८€ > ८90 ४0 


9,»७ ० 


है 
२८७ ५ 
प्राप्त योग, अर्थात्‌ २८७४०५, ही इप्ट गुणनफल हैं । 


इस प्रकार की गणना एशियाटिक सोसायटी आँव बगाल, कलकत्ता, की 
लाइब्नेरी में सगहीत गगाधर की लीलावती-टोका में मिलती हैं। 

इस प्रकार की गणना भी गगाधर की लोलावती-टोका में उपलब्ध हू । 

गोमत्रिका शब्द का अर्थ है गाय के मूत्र करने की भाँति” अर्थात्‌ 'टेढी-मेढी ” 
कोलब्रुक का पाठ गोसूत्रिका' अशुद्ध हैं। पंडित लोग आज तक ज्योतिष सबन्ध 
सरयाओ के गणन करने की विधि को भोमृत्रिका कहते हे। 


गुणन १४९१ 


स्थान-खड और गोमूत्रिका विषियाँ गुणन की आधुनिक विधि से बहुत अधिक 
मिलती-जुलती है । स्थान-खड का प्रयोग कागज पर गणना करने में होता था। 
सरूप-खड गुणन 
यह विधि ६२८ ई० के बाद के सव ग्रथों मे मिलती है। इस विधि के दो 
द्॒हें 
(१) गृणक के दो या अधिक ऐसे भाग करते हैँ जिनका जोड गुणक के तुल्य 
होता हैँ। इसके अनन्तर गुण्य को उन भागो से अलग-अरूग गुणा करके उन 
गुणनफलो को जोड लेते हैँ । 
(२) गुणक को दो या दो से अधिक गृणनखडो मे विभकत करते है। उसके 
वाद गृण्य को एक-एक करके उन गुणनखडो से गुणा करते है। अन्तिम गुणनफल 
इप्ट गुणनफल होता हैं। 
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ये प्रकार अरबों और इर्टलियनो के ग्रथों में मिलते है। इन लोगो ने इन्हे 
हिन्दुओं से सीखा था। इ्टैलियन लोग इन प्रकारो को क्रमानुसार स्कपेजो” 
ओर “"रेपीगो” कहते हैं। 
बीजीय दिधि 

इस विधि का नाम इप्ट-गुणन हैं। ब्रह्मगुप्त ने इस विधि का जो विवरण दिया 
हूँ उसका उल्लेख किया जा चुका हँ। भास्कर द्वितीय का विवरण निम्न- 
लिखित हूं 

“गुणक में इप्ट सरया को घटाकर अथवा जोडकर, शेप जथवा योगफल को 
(गृण्य से) गुणा करो, और इप्ट सख्या तथा गृण्य के गुणनफल को (क्रम से) 
झपमे जोट जथवा पता दो।' 

यह विवि दो प्रकार की है पहला प्रकार वह है जिसमे गृणक में इप्ट सख्या 
जाटी जाती हैँ, दसरा वह जिसमें गृणक में इप्ट सरया घटायी जाती है। इष्ट 
सरया इस ध्रकार छो जाती हूँ कि प्राप्त होनेवाली ससया से गृण्य को गगा करने 
मे यरणता हो । दोनों प्रकारों वी गुणन-विधियों का स्पष्टीकरण नीचे के 
उदाहरणों द्वारा किया गया है 


* लोलावती, पृ० १। 


१४२ हिन्द गणित-श्ात्त्र का इतिहास 


(१) १३५० १२०-१३५७ (१२-+-८) - १३५०८ ८ 
सूा२७००- २१०८० 


सब १६२० 


(२) १३५०७ १२०-१३५७% (१२-२)+१३५ ४ २ 
न|त्शरेएणगर्न-२७० 
स्न2६२० 

इस विधि का प्रयोग अरवो' और यूरोपवासियों' में मिलता है, जिसका 

कारण स्पष्टत भारतीय प्रभाव था। 
५ भाग 

परिभाषा 

प्रतीत होता है कि भाग को गुणन की उलटी' क्रिया मानते थे। इस परि- 
कर्म के हिन्दू नाम भागहार, भाजन, हरण, छेदन, इत्यादि हैं। इन सब झब्दों 
का गाव्दिक अर्थ, टुकडे करना अर्थात्‌ भाग करना है, केवल हरण झव्द का अर्थ 
ले लेना' है। इस गअब्द से प्रदर्शित होता हैँ कि भाग का घटाने से सम्बन्ध 
हैं। जिस सख्या का भाग किया जाता है उसे भाज्य, हार्य, इत्यादि 
कहते हँ। जिससे भाग किया जाता हैँ उसे भाजक, भागहार या केवल 
हर कहते हैँ, और भाग करने से जो सख्या प्राप्त होती है उसे लूब्यि या 
लब्ध कहते हूँ । 
करण 

१५वी और १६ वी शताब्दी तक यूरोप के विद्वान भाग के परिकर्म को कठिन 
और जटिल समझते रहे है, परन्तु भारतवर्ष में भाग करने की अत्यन्त सतोपजनक 
विधि बहुत पहले से ही ज्ञात होने के कारण वह कठिन नही माना जाता था। 
वस्तुत किसी भी हिन्दू गणितज्ञ ने इस परिकर्म को विज्ञेप महत्त्व नही दिया है । 


२6 


' उदाहरणत , बेहाउद्दीन (ल० १६०० ई०)। देखिए जी० इनेस्त्राम, विव्नि- 
योथेका मंयेमेंटिका, ७(३), पूृ० ६&५॥ 

* उदाहरणत , विडमेन (१४८६ ई०), रीज (१५२२ ई०), इत्यादि । देलिए 
स्मिथ, पूर्वोक्त ग्रथ, पृ० १२०१ 

* स्मिथ, पूर्वोक्‍त ग्रथ, पु० १३२॥ 


भाग श्ड३े 


आर्य भट प्रथम ने तो अपने ग्रथ मे भाग करने की विधि का उल्लेख भी नहीं किया 
है। परल्तु चूंकि उसने वर्गभमूल और घनमूल निकालने की आधुनिक विषियो 
का, जो भाग करने की विधि पर ही निर्भर हैँ,' वर्णन किया है, हम इस निप्कप 
पर पहुँचते हैँ कि भाग करने की विधि उस समय सर्वविदित थी और अत्यन्त 
साधारण होने के कारण ही आर्यभट ने अपनी आरयंभटीय मे उसका वर्णन नही किया 
है। ब्रह्मग॒ुप्त, श्रीपत्ति, इत्यादि बहुत से परवर्ती लेखको ने भी आर्यभट कार्ह 
अनुकरण करके अपने ग्रथो मे भाग की विधि का वर्णन नही किया है । 

भाग की आधुनिक विधि के प्रचार में आने के पूर्व, भाग करने में कदाचित्‌ 
सदुज्ञापवर्तनंं की विधि का प्रयोग किया जाता रहा हो, क्योकि सदृशापवर्तन की 
विधि के उल्लेख आदिम जैन-ग्रथो मे मिलते हैँ | इस विधि का उल्लेख आधुनिक 
विधि के ज्ञाता महावीर ने भी किया हूँ, सभवत इसलिए कि कुछ अवस्थाओ 
में यह विधि अधिक उपयुक्त थी 

“भाज्य को और उसके नीचे भाजक को रखने के अनन्तर सदृघ्यापवर्तत की 
विधि के अनुसार भाग देकर लरूब्बि वताना चाहिए।” 

बलक्षाली हस्तलिपि मे अनेक स्थानों पर भाग के परिकर्म का नाम मिलता है 
परन्तु भाग की आधुनिक विधि का वर्णन नही है। हो सकता हैँ कि यह अभाव 
उस प्रति के खडित होने के कारण है, यद्यपि यह भी सभव है कि उस समय 
(३०० ०) भाग की विधि ज्ञात न रही हो। 
भाग की विधि 

भाग की आधुनिक विधि का वर्णन सवसे पहले श्रीधर की त्रिशतिका में मिछता 
हर जो इस प्रकार है 

“भाज्य और भाजक को तुत्ण राणथि से अपवर्तन करने के अनन्तर, भाज्य को 


” उसने परिभाषिक शब्द “लब्ध' का भी उसी अर्थ में प्रयोग किया हूँ। 

दो या दो से अधिक लख्याओ को उनके महत्तम समापवर्तक से भाग देने 
वो सद्श्यापवर्तंन कहते हेँ। 

 तत्यार्थाधिगम सूत्र, उमास्वाति (ल० १६० ई० ) कृत भाष्य, एच० आर० 
पापदोया द्वारा सपादित, बम्बई, १६२६, भाग २, अध्याय २, इलोक ५२, पृ० २२५। 

गणित सार-सगह्‌ पृ० ११, यदि नाज्य भाजक से पूरा-पूरा विभक्‍त नहां 

होगा, तो इस विधि से लब्धि नहीं प्राप्त होगी। न 

/ ब्रिशतिवा, पूृ० ४। 


श्डड हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


(एक-एक अक करके) क्रम से विलोम विधि के अनुसार भाग देना चाहिए।” 
महावीर का वर्णन इस प्रकार है ' 


“सदृगापवर्तंत विधि के अनुसार (भाज्य और भाजक का) अपव्तन करने 
के बाद जो (भाज्य और भाजक ) शेप बचे उनमे से भाज्य को नीचे लिख कर भाजक 
से प्रतिलोम विधि के अनुसार भाग देना चाहिए।” 

आयंभट हितीय ने भाग की विधि का और भी अविक विवरण व्या हैं * 

“भाज्य के नीचे वायी ओर भाजक को रखकर, भाज्य में से भाजक का 
जितने गृना घट रुके घटाओ, इस प्रक्नार जितने गुना भाजक घट जाय, वह आधिक 
लब्वि हुई॥ इसके बाद भाजक को एक स्थान हटाकर रखो और उससे शेप 
(भाज्य) को (पूर्ववत्‌) भाग दो। जब तक भाज्य भाजक से कम न हो जाय, 
ऐसा ही करते जाओ। 

निम्नलिखित उदाहरण से समझ में आ जाय्गा कि हिन्दू लोग पाटी पर किस 
प्रकार भाग करते थे । 

उदाहरण। १६२० को १२ से भाग करना। 

भाज्य के नीचे भाजक को इस प्रकार रखते है। 

१६२० 

१२ 
भाग की क्रिया भाज्य के बिलकुल वायी ओर के अको से, यहाँ पर १६ से, शरम्भ 
होती हैं। इस १६ को १२ से भाग देते है। लूब्बि १ को अलग एक पक्ित में 
रखते है, और १६ को मिटाकर उसके स्थान में शेप ४ को रखते हैं। भाजक 
और लब्बि के गुणनफल को भाज्य मे घटाने की क्रिया इस प्रकार करते है। 
% १-- १, १- १55०, इसलिए भाज्य के १ को मिटा देते है, इसके बाद 
% २८८२, ६ - २5८-४, अतएवं भाज्य दे ६ को मिटाकर उसके स्थान में ४ 
रखते हैं। इस प्रकार पाटी पर निम्न सस्याएँ होती हैं 


* गणित-सार-सग्रह, पु० ११, रगाचार्य का अनुवाद देखिए। 
* महासिद्धान्त, पृ० श४ं४। 
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श्र लव्धवि की पवित 
भाजक को अब एक स्थान दाहिनी ओर हटाते है 

४२० १ 

१२ लब्धि की पति 


अब ४२ को १२ से भाग देते हें। रूव्धि ३ को पवित में रखते हैं और ४२ को 
मिटाकर उसके स्थान मे शेष ६को रखते है। इस प्रकार पाटी पर निम्नलिखित 
सस्याएँ होती है 


६७० श्३े 
१२ लब्धि की पक्‍क्ति 
भाजक को पुन एक स्थान दाहिनी ओर हटाते हूँ 
६० १३ 
१२ लब्धि की पर्वित 


अब ६० को १२ से भाग देते हू और प्राप्त लब्धि ५ को पक्ति में रखते है, शेष 
गृन्य होने के कारण भाज्य ६० और भाजक १२ दोनो को मिटा देत हूं। इस 
प्रकार लब्धि की पक्ति' में १३५ हो जाता है 
१३५ 
लब्धि की पवित 

यही इष्ट लब्बि है। 

उपर्युक्त विधि में यदि भाज्य के अक मिटाये न जायें और क्रमानुसार प्राप्त 
होने वाले अक एक के नीचे एक करके रखे जायें तो वह भाग करने की आधुनिक 
विधि वग स्वरूप ग्रहण कर लेगी। 

उपर्युक्त विधि का आविष्कार सम्भवत चौथी झताच्दी में (अथवा और पहले ) 
भारतवर्ष मे हुआ था। भारतवर्ष से यह अरवो को प्राप्त हुई और नवी शताब्दी 
के वाद के अरबी ग्रथो में इसका वणन मिलता है । अरव से यह विधि यूरोप को 


'लब्धि की पक्षित प्राय भाज्य के ऊपर लिखो जाती थो। 
“अल-एवारिज्मी (ल० ८२५ ई०), अल-नसवी (ल० १०२५ ई०), देखिए 
स्मिथ, पूर्दोक्त ग्रथ पृ० १३८-१३६। 
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पहुँची, यहाँ पर यह गैली (गैलिया या वर्टलो) विधि के नाम से विस्यात हुई।' 
गैली विधि कागज पर की जाती थी, अतएवं अको को मिटान के स्थान मे उन्‍हें 
काट देते थे । १५वीं शताब्दी से छेकर १८वीं शताब्दी तक यह विधि यूरोप में 
अत्यधिक प्रचलित थी! उपर्युक्त उदाहरण गली विधि के अनुसार निम्न 
प्रकार से किया जायगा 


ढ़ 
१ 4६२० ह। 
472२ 
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(१), (२) और (३) में अको को एक के बाद एक करके काटने की क्रिया 
की हिन्दू विधि की अको को मिटाने की क्रिया के साथ तुलना करने पर स्पष्ट हो 
जाता है कि गैली विधि वस्तृुत वहीं ह जो हिन्दू विधि। हिन्द्र विधि के अनुमार 
अको को मिटाने की अपेक्षा अको को काठना अधिक कष्टदायक प्रतीत 
होता हैं । 

ज्यो-ज्यो लब्धि के अक निकलते जाते थे, त्यो त्यो भाजक को एक स्थान दाहिनी 
और हटाने की हिन्दू विधि, यद्यपि अनिवार्य नही थी, अरबो द्वारा ग्रहण की गयी 
और वह अल-ख्वारिज्मी (८२५ ई०), अल-नसवी (ल० १०२५ ई०) गौर 
प्रस्यात छेखको के ग्रथो में मिलती हूँ । मध्यकालीन लेटिन लेखको ने इस लक्षण- 
विशेष को ऐनटीरियोरेशियो नाम प्रदान किया हैं। 


'हसे 'स्क्रैेच विधि! भी कहते थे। 
“विस्तृत विवरण के लिए, देखिए स्मिथ, पूर्वोक्त ग्रथ, पृ० १३६-१३६॥ 


वर्ग श्ष्छ 


८ वर्ग 
परिभाषा 
वर्ग शब्द का शात्दिक अर्थ है 'पक्ति' अथवा समुदाय|। परन्तु गणित 
में इसका अथ्थ वर्गघात' तथा र्गक्षेत्र अथवा उसका क्षेत्रफल होता हैँ। इस 
प्रकार आयेभट प्रथम लिखते है 
“समचनुरस्र' (अर्थात्‌ वर्गाकार क्षेत्र) और उसका क्षेत्रफल वर्ग कहलाता, 
। दो समान सख्याओं का गुणन भी वर्ग है।”' 


जिप 


वर्ग गब्द का प्रयोग इस अर्थ में क्यों किया गया इस बात की ओर थीवो 
ने स्पष्ट सकेत किया हैं। उत्तका कथन हैँ कि “इस शब्द के उद्गम की खोज 
स्पप्टत उस वर्ग के चित्रात्मक प्रदर्शन में करता चाहिए जिसमें उतने वर्ग बने हो 
जितनी उसकी एक भूजा में इकाइयाँ हो । इस प्रकार वह वर्ग जिसकी एक भुजा 
५ पद की है, ५ ऐसे (आयत) कोष्ठो में विभवत किया जा सकता है जिनमे से 
प्रत्येक मे १ पद भुजावाले ५ छोटे-छोटे वर्ग होगे” वर्ग शब्द की उत्पन्ति के 
इस स्पष्टीकरण को णुल्व ग्रथो के कुछ अवतरणो से समर्थन मिलता है।* 

वर्ग के अर्थ में कृति बब्द का भी प्रयोग किया गया हैं। कृति का अर्थ 
है कएना' बनाना, अथवा कर्मा। यह जब्द कार्य-विशेष' सभवत चित्रीय 
प़दणन' का भाव वहन करता हूँ । 


| ५ 


हक] 


वंग और कृति दोनो ही' णब्द गणित के यथो म मिलते हूं, परन्तु वर्ग शब्द 
वी प्रच॒रता हैं। परवर्ती लेखको ने, इन शब्दों की परिभाषा करते समय, इसके 
जर्थ वो सीमित कर दिया है। उदाहरणत श्रीवर का कथन है... 


“दो समान सख्याओं का गुणनफल वर्ग हें ।” 


' टीकाकार परमेश्वर का कथन हैँ “चार भुजाओ वाला वह क्षेत्र जिसको 
भुजाएं बराबर हो तथा जिसके दोनो कर्ण भो वरावर हो समचतुरस्र कहलाता हे।” 

* आर्यभटीय, गणितपाद, इलो० ३॥ 

' थीबो, शल्व सूत्रज पृ० ४८। 

* आपस्तम्ब शल्व, ३े ७, वात्यायन शल्व ३ ६, देखिए बी० दत्त, अमेसर्विन 
मंथेमेटिकल्मथली, जिल्द ३३, १६३१, पृू० ३७५। 

“ च्रियतिका पृ० ५। 


|] ड 
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पूृथूदक स्वामी, महावीर, एवं अन्य छेखको ने भी वर्ग की ऐसी ही परिभापाएँ 
की हे। 
करण 

वर्ग का परिकर्ष के' रूप में मिलना हिन्द-गणित की एक विशेपता है। तथापि 
वर्गीकरण की विवि सावारण गुणन की विधि की अपेक्षा सरल नहीं हँ। हिन्दू 
छेखको ने इस परिकर्म को सभवत इसलिए मह्तत्त्व'दिया कि वर्गमृल की विधि 
वर्ग की विधि की ठीक उलटी थी । यद्यपि वर्गीकरण की विधि पहले पहल 
ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त में मिलती है, तो भी इसमे सदेह नहीं कि यह विधि 
आयेभट प्रथम को ज्ञात थी क्योकि उन्होने वर्गमूल की विधि का वर्णन किया है । 

ब्रह्म गुप्त ने इस विधि' का वर्णन अत्यन्त सक्षैप में किया हैं 

“ऊर्ना स्थानवाले अक के' दूने को अगले स्थानवाले अको से गुणा करने पर 
जो आबे उसे ऊन स्थानवाले अक के वर्ग के साथ (यथास्थान वार बार) 
जोडते से वर्ग प्राप्त होता है।” 

श्रीधर का वर्णन अधिक स्पष्ट हैँ 

“अन्तिम अक का वर्ग करके, अन्तिम अक के दूने को शेप अको से गुणा करो । 
'उन शैपष अको को एक स्थान दाहिनी ओर हटाओ और पुन वही किया करो। 
वर्ग निकालने के' लिए इसी प्रकार शेप को एक-एक स्थान हटा-हटा कर उपयुक्त 
क्रिया करनी चाहिए। 


"देखिए कोलब्रुक, पूर्वोक्‍्ति ग्रथ, पु० २७९। 
अ्गणित-सार सग्रह, पृ० १२॥ 
इस विधि की चर्चा गणिताध्याय में नहीं की गयी है, परन्तु परिशिष्द के 
ऋहप में इसका वर्णन किया गया हूँ (देखिए ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, पु० २१२)। 
कदाचित इस विधि की ओर ब्रह्मगुप्त का ध्यान बाद में गया हो। 
'कोलब्रुक ने 'राशेरूनम्‌! का अनुवाद “कम भाग (दि लेस पोर्शन)” किया 
ह है, जो अशुद्ध है। उनका कथन हूँ कि “पाठ अस्पष्ट हूँ” (प्‌ृ० ३२२, फुटनोट ६), 
क्योकि उनके अनुवाद के अनुसार उक्त नियम का कोई अर्थ नहीं लगता। 
वस्तुत राशेलनम्‌ को “ऊनतम स्थान वाला अक” से अनुवाद करना चाहिए। उक्त 
विवेचन से द्विवेदी सहमत है (पृ० २१२)। यहाँ पर बतलायी गयी विधि वर्ग 
(निकालने की अनुलोम विधि है। ह 
"त्रिशतिका, पृु० ५। के और रामानुजाचाये का अनुवाद अशुद्ध हैं। 
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महावीर' ने इस विधि का अधिक विग्रण दिया है 

“अत्तिम स्थानवाले अक का वर्ग करके, अन्तिम स्थानवाले अक को एक 
स्थान (दाहिनी ओर) हटाकर उसके दूने को शेप अरकों से गुणा करो। इसके 
बाद णेष अको को एक स्थान (दाहिनी ओर ) हटाकर वही क्रिया बार-वार करो । 
इस प्रकार (इष्ट सख्या का) वर्ग प्राप्त होगा।” 

भास्कर द्वितीय ने इस प्रकार लिखा हूँ 

“अन्तिम स्थानवाले अक के वर्ग को अपने स्थान के ऊपर लिखो , अन्य 
अको को अन्तिम स्थानवाले अक के दूने से गुणा करो, और श्ाप्त गुणनफलो को 
क्रमश अपने-अपने स्थानों के ऊपर लिखो। अब अन्तिम अक को मिटा दो और 
गेष जको को एक स्थान (दाहिनी ओर) हटाकर रखो और पुन वही क्रिया 
करो 

भास्कर ने लिखा है कि उपर्युक्त क्रिया इकाई से भी आरभ की जा सकती है ।' 

श्रीधर, महावीर, और भास्कर द्वितीय इत्यादि के अनुसार अच्तिम स्थान 
से आरभ करके उक्त क्रिया को पाटी पर करने की निम्नलिखित विधि है - 
उदाहरण । १२५ का वर्ग निकालना। 

पहले सख्या को लिखते हैं 

श्र्५ 
अन्तिम अक १ हैं। इसके वर्ग को अन्तिम स्थान के ऊपर लिखते हूँ 
4 


१२५ 
इसके बाद अन्तिम अक का दूना १५२७--२, इसे शेप अको के नीचे (अनुलोम 
विधि में २ के नीचे और विलोम विधि में ५ के नीचे) लिखते हे, और अन्तिम 
अब १ को सिटा देते हैं। इस प्रकार पाटी पर निम्न सस्याए होती हैं 
4 


२५ 
र्‌ 


'गणित-सार-सग्रह, पृ० १३। 
लीलावती, पृ० ४। 
'जीलावबती, पृ० ५। 
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नीचे के अक २ से शेप अको को गृणा करके गृणनफलो को अपने-अपने स्थान 
के ऊपर लिखते है। 
१५० 
शा 
इसके बाद शेप अको को एक स्थान दाहिनी ओर हटाते है । 
१५० 
र्५ 
इसके वाद उपर्युक्त विधि की पुनरावृत्ति करते है। पहले अन्तिम अक २ 
के वर्ग को उस स्थान के ऊपर लिखते है 
१५४ 
(२५ 
इसके बाद अन्तिम अक के दूने से (अर्थात्‌ २५८२ ८-४) को शेप अक के नीचे 
रखकर, २ को मिटा देते है। 
१५४ 
प्‌ 
है 
गुणा करने पर, ४>८५ -- २०, और गुणनफल को सगत अक ५ के ऊपर रखने पर 
(अर्थात्‌ ० को ५ के ऊपर रखने पर और २ को बायी ओर के ४ में जोडने पर), 
'पाटी पर निम्नलिखित सख्याएँ होती है 
१५६० 
५ 
५ को पुन एक स्थान दाहिनी ओर हटा कर रखते हैं । 
१५६० 
५ 
५ का वर्ग करने पर २५ मिलता हैं। इसे ५ के ऊपर रखते है (अर्थात्‌ ५ को 
५ के ऊपर और २ को उसके बायी ओर रखते है )। 
१५६२५ 
५ 
क्रिया की समाप्ति हो जाने के कारण नीचे के ५ को मिटा देते हे। इस प्रकार 
पाटी पर निम्न सस्या होती हैं 
१५६२५ 


न 


यही १२५ का वर्ग हैं । 


वर्ग १५१ 


व्रह्मगुप्त और भास्कर द्वितीय के अनुसार यह क्रिया आदिस्थान (अर्थात्‌ 
इकाई) से भी आरभ की जा सकती है। ब्रह्मगुप्त ने निम्नलिखित विधि की 
ओर सकेत किया हैं 
उदाहरण। १२५ का वर्ग करना। 
पहले सख्या लिखी जाती है 
१२५ 


आदि स्थान के अक के वर्ग (अर्थात्‌ ५९-०२५) को आदि स्थान के ऊपर लिखते 


/अ> 


मद प 
१२५ 
इसके वाद २८५८-१० को अन्य अको के नीचे रखते हैं, और ५ को मिटा देते हैं 


२५ 
श्र 
१० 


१० से शेप अको, अर्थात्‌ १२, को गुणा कर गुणनफल को उन अको के ऊण्र 
लिखते है 


नौ ७ >फ 
>ण0 


७6 


इसके बाद १२ को एक स्थान वायी ओर हटाकर, १० को मिटा देते है 


१३ “९४०९ ४४ 
श्र 
इसके बाद उसी क्रिया की पुनरावृत्ति करते है। अर्थात्‌ पहले २ के वर्ग ४ को 
उसके ऊपरवाले अक में जोडते है, और २७८२--४ को १ के नीचे लिखते है 
तथा २ को मिटा देते है 


7 
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८<्‌ 


शप अदा १ वो ४ से गुणा कर गणनफल ४ को ? के ऊपरवाद़े जक में जोड देते 
९ और ४ को मिटा देते है 
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५६6२ ५ 
4 
शेप अक १ को पुन एक स्थान वायी ओर हटाते हैं 
हक ० 
१ 
इसके वाद पूर्व क्रिया की पुनरावृत्ति करते है। अर्थात्‌ १ के वर्ग को उसके ऊपर 
लिखते है, और अक न होने से क्रिया समाप्त हो जाती हैं। पादी पर निम्न- 
सख्या बचती हैं 
१6 के 
जो इृष्ट वर्ग हैं। 
वर्ग करने की गोण विधियाँ 
सभी हिन्दू गणितनो ने 
(१) नो (न- क) (न-+-क ) ++ को 
की चर्चा की हैं और बतलाया है कि कभी-कभी इसकी सहायता से वर्ग निकालने 
में सुविधा होती है। 
उदाहरणत , 
१ 5 १०७२० --२५ 
नल रप 
ब्रह्मगुप्त का कथन है 
“दी हुई सख्या में कोई कल्पित सख्या जोड दो, पुन दी हुई सख्या में कल्पित 
सस्या घटा दो, दोनो को गुणा करो, और गुणनफल में कल्पित सख्या का वर्ग 
जोड़ दो। इस प्रकार दी हुई सख्या का वर्ग प्राप्त होता है। 
श्रीवर ने इस प्रकार लिखा हैं 
“जिस सस्या का वर्ग निकालना हो उसमें एक बार कोई कल्पित सख्या जोड़ 
दो और एक बार वही सख्या घटा दो। जो सख्याएँ इस प्रकार प्राप्त हो उनके 
गूणनफल में कल्पित सख्या का वर्ग जोड दो। इस प्रकार जो सख्या प्राप्त होगी 
वही वर्ग हैं। 


। ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, अध्याय १९, इलोक ६३ (उत्तरार्घ ) । 
* त्रिशतिका, पु० ५। 


वर्ग १५३ 


महावीर, भास्कर द्वितीय, नारायण, तथा अन्य लेखको ने भी उपर्युक्त सर्व- 
समिका दी हैं। 

सूत्र 
(२) (कर+ख)' >क+-ख--२क ख 
अथवा इसके व्यापक स्वरूप 

(क+खक+ग-- ) >"कॉनज॑ख -+- गन २कख-+-..- 
की चर्चा वर्ग निकालने के प्रकारान्तर के रूप में की गयी है । उदाहरणत , महावीर' 
का कथन है 


“दो या दो से अधिक स्थान वाली सख्याओ का वर्ग निकालने के लिए (भिन्न- 
भिन्न स्थानों में स्थित) सब (अको) का (अलूग-अलूग) वर्ग करो, फिर उन अको 
को एक दूसरे से गूणा कर के प्रत्येक को टूना करो, और सबको (जोड कर) एक में 
मिला दो, इस प्रकार से प्राप्त सख्या ही इष्ट वर्ग है। 
भास्कर द्वितीय लिखते है 


“दोनो (स्थान)खडो के गुणनफल का दूना करो और उसमें दोनो खडों 
के वर्गो के योग को जोड दो, इस प्रकार से भी वर्ग की प्राप्ति होगी ।” 

श्रीधर और महावीर ने निम्नलिखित सूत्र की चर्चा की हैं 
(३) नॉन १+रे+े५न॑ न पदों तक। 
श्रीधर' लिखते हैं 

“४१ आदि और २ चय वाली श्रेढ़ी का योग भी वर्ग के तुल्य होता हूँ।” 
महावीर का कथन अधिक स्पष्ट हैं 


“१ आदि और २ चय वाली श्रेढ़ी के इप्ट सख्या तुल्य पदों का योग (दष्ट 
सरया के) वर्ग के तुल्य होता है।” 


' गणित-सार-सग्रह, पृ० १३५ 

* स्थान शब्द से इफाई, दहाई, इत्यादि अक-स्थानो से तात्पय है। 
 लीलावती, पृ० ४। 

* त्रिशतिवा, पृ० ५। 

“ गणित-सा र-सण्ह, पृ० १२। 


श्भ्र्ड हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


नारायण ने भी उपर्युक्त श्रेढो का उल्लेख किया है। उन्होने न सख्या का वर्ग 
ज्ञात करने के लिए निम्नलिखित सूत्र भी दिया है 

न + (कर-+-ख)' -- (क-ख)'-- ४ क ख, जहाँ पर क+ख ज>न। 

ध्यान देने योग्य है कि वर्ग करने की उपर्युक्त विधियाँ केवल पूर्णाको के लिए है। 
भिन्नो का वर्ग करने की विधियाँ भिन्नो के प्रकरण मे बतायी जायेगी । 


9 घत 
परिभाषा 
घन शब्द गणित के सब भ्रथों में मिलता हैँ । ब्सका प्रयोग ज्यामितीय और 
गणितीय दोनो अर्थों में, अर्थात्‌ ठोस घन तथा तीन समान सख्याओं के गुणनफल को 
सूचित करने मे, किया गया है। आर्यभ्रट प्रथम लिखते है 
“तीन समान सख्याओं का गुणनफलू तथा बारह बरावर कोणो (और भुजाओ) 
वाला ठोस भी घन है।* 


श्रीधर, महावीर", और भास्कर द्वितीय, प्रत्येक का कथन हे कि 
तीन समान सख्याओ का गुणनफल घन हैं।' 

घन के अर्थ में बन्द शब्द का भी प्रयोग मिलता है परन्तु बहुत कम। 
करण 

दशमलव स्थान-मान सिद्धान्त के अनुसार लिखी हुई सख्याओं का घन निकालने 
की विधि का प्रयोग भारतवर्प में पाँचवी शताब्दी के पहले से हुआ हैं। यह विधि 
आर्यभट प्रथम को ज्ञात थी, परन्तु उन्होने इसे उतना महत्त्व नहीं दिया जितना 
घनमूल निकालने की प्रतिकोम विधि को, जिसका उन्होने वर्णन किया है । 


ब्रह्मगुप्त ने घन निकालने की विधि का निम्नलिखित शब्दों मे वर्णन किया हैं 


* गणित कौमुदी, अध्याय १, इलोक १७-१८। 

* उनका कथन हैः “दो सख्याओ के अन्तर के वर्ग को उन सख्याओ के गुणनफल 
के चौगुने में जोड दो, (तो उन दो सख्याओं के योग का वर्ग प्राप्त होगा)।' 

३ आर्यभटीय, गणित-पाद, इलोक ३। 

*“त्रिगतिका, पृ० ६॥ 

* गणित-सार-सग्रह, पृ० १४। 

 लीलावती, पृ० ५॥ 


घन श्श्य 


“अन्त्य (अर्थात्‌ अन्तिम स्थानवाले अक) का घन लिखो।' (उसके एक स्थान 
आगे अर्थात्‌ दाहिनी ओर) अन्त्य के वर्ग को उत्तर (अर्थात्‌ उपान्तिम अक) के 
तिगूने सेगूणा करके जो आवे वह लिखो , (उसके एक स्थान आगे) उत्तर के वर्ग 
को अन्त्य के तिगूने से गुणा करके जो आवे वह लिखों , और (उसके एक स्थान 
आगे) उत्तर का घन लिखो। इस प्रकार (अन्त्य और उत्तर दो अको से बनी हुई 
सस्या का) घन प्राप्त होता हैं। 


श्रीधर का वर्णन निम्न प्रकार है ' 

अन्त्य (अर्थात्‌ अतिम अक) का घन लिखो, एक स्थान आगे, अन्त्य 
के वग को त्रिगुणित आद्यो (अर्थात्‌ उपान्तिम अक) से गुणा करके जो आवे वह 
लिखों, (इसके एक स्थान आगे) आय के वर्ग को अन्त्य से और तीन से गुणा करके 
जो जावे वह लिखो , और (इसके एक स्थान आगे) आद्य का घन भी लिखो। 
इस प्रकार से प्राप्त होने वाली सख्या (अन्त्य और आद्य दो अको से बनी हुई सस्या 
का) घन है।” 

महावीर का कथन हैं 


“अन्त्य का घन लिखों , फिर एक स्थान हट कर, अन्त्य के वर्ग को ३ से 
और थेप (अर्थात्‌ उपान्तिम अक) से गुणा करके जो आवे उसे लिखो , उसके 


| टीकाकार पृथू्‌दकस्वामो के अनुसार अन्त्य' का अर्थ बायीं ओर का अन्तिम 
अ्का हूँ । इस प्रमार 'उत्तर' का अर्थ “अन्त्य' के दाहिनो ओरवाला अक हूं। 
जिस सख्या का घन करना होता हैँ उसको टुकडो में विभकत कर लेते है और 
बतलायी हुई विधि के अनुसार एक-एक करके उनका घन निकालते हे। (आगे 
पृग उदाहरण देखिए)॥। यदि “भअन्त्यां का अर्थ 'दाहिनी ओरवाला अन्तिम अक 
लिया जाय, तो भी कोई अन्तर न पडेगा। परन्तु उस अवस्था में उत्तर' का 
अर्थ अन्त्य/ अक के बायों ओरवाला अक लेना पडेगा। 

' च्रिशतिका, पृ० ६। 

__ इस स्थान पर श्रीधर ने इसके लिए (पूर्व! शब्द का भी प्रयोग किया हैँ। 
जिसे इृह्मगुप्त ने उत्तर' कहा है, वही श्रीधर का आधघ' अथवा पूर्व! है। 

* गणित-सार-सप्रह, ए्‌ू० १५, श्लोक ४७। यह वात ध्यान देने योग्य 
है कि इस नियम मे शेष के घन को जोडने' की वात नहीं कही गयो हें। 
परन्तु इसके पहलेवाले ब्लोक में इस क्रिया का विधान कर दिया गया है, 
भेतएद एसे भी करना चाहिए। 


१५६ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


फिर एक स्थान हट कर शेप के वर्ग को त्रिगृणित अन्त्य से गुणा करके जो आवे उसे 
लिखो , यही (घन करने की) विधि है।” 

भास्कर द्वितीय का वर्णन अधिक स्पष्ट हैं, 

“अन्त्य का घन लिखो, फिर अत्त्य के वर्ग को त्रिगुणित आदि मे गुणा 
करके लिखो , फिर आदि के वर्ग को त्रिगुणित अन्त्य से गृणा करके लिखों, और 
फिर आदि के घन को लिखो। इसको क्रम से एक-एक स्थान हटा कर लिखों 
और जोड लो। इस प्रकार (अन्त्य और आदि दो अको से बनी सस्या का) 
घन प्राप्त होगा। अब [ अन्त्य और आदि सन्नंक ) खडयुगो (से बनी हुई 
संख्या) को अन्त्य मान लो, और उपर्युक्त विधि का वार-बार (तब तक) प्रयोग 
करो (जब तक एक भी अक शेप न बचे) । इस प्रकार इष्ट सख्या के घन की सिद्धि 
होगी। यह विधि आदि (अर्थात्‌ इकाई) के अक से भी आरभ की जा सकती है। 

उपयुक्त विधि निम्नलिखित उदाहरण की सहायता से समझ में आ जायगी ! 
उदाहरण। १२३४ का घन निकालना। 

इस सख्या में चार स्थान है। अतिम स्थान में १ है और उपान्तिम स्थान 
मे २हैं। अतएब अन्त्य --१ और आदि --२। इन आदि और अच्त्य से घन की 
प्रक्रिया निम्नलिखित प्रकार से की जायगी। 

(१) अन्त्य का घन (१)' त्त्ई 
(२) अन्त्य के वर्ग (१) 

और त्रिगुणित आदि (३ ८२) का 

गुणनफल (३ >८१ ८२) नै ६ (एक स्थान हटाकर रखने पर) 
(३) आदि के वर्ग (२), और 

त्रिगुणित अन्त्य (३०८१) का 





गुणनफल (३०८१०८२ ) न्‍+ १२ (एक स्थान हटाकर रखने पर ) 
(४) आदि का घन (२!) वन ८ (एक स्थान हटाकर रखने पर) 

इस प्रकार १२ का मान नन १७२८ 

' लीलावती, पृ० ५॥ 


९ मूल के 'स्थानान्तरत्वेन'! शब्द का अनुवाद कोलब्रुक ने स्थानों के अनुसार 
किया है। यह अनुवाद अशुद्ध है और उस दाब्द के भाव को ठीक-ठीक व्यक्त 
नहीं करता । 


घन १५७ 
इसके वाद हम आगे के अक ३ को, अर्थात्‌ सख्या १२३ को लेते है। इस 
सख्या में १२ को अन्त्य और ३ को आदि मानते है। घन की क्रिया यह हैं 
(१) अन्त्य का घन (१२) 55 १७२८ 
(२) अन्त्य के वर्ग और 
त्रिगणित आदि का 
गुणनफल (२८१२२५८३) 55 १२९६ (एक स्थान हटाकर रखने पर) 


(३) आदि के वर्ग और 
त्रिगूणित अन्त्य का 


गुणनफल (३ »८ १२ »८ ३) +८ ३२४ (एक स्थान हटा कर रखने पर) 
(४) आदि का घन (३१) +_-८ २७ (एक स्थान हटाकर रखने पर) 
इस प्रकार १२३९ का मान 55८ १८६०८६७ 


इसके वाद शेष अक ४ को भी ले लेते हें। इस प्रकार सख्या १२३४ हो जाती 
हूँ। इसमें १२३ को अन्त्य और ४ को आदि कल्पना करते हैं। घन की क्रिया 


यह 


पं 


ह्‌हं 
(१) अन्त्य का घन (१२३१) -5१८६०८६७ 
(२) अन्त्य के वर्ग और त्रिगणित 
आदि का गुणन फल(३ » १२३>८४) १८१५४८ (एक स्थान हटाकर रखने पर ) 


(३) आदि के वर्ग और त्रिगुणित अन्त्य 


का गृणनफल (३ 2८१२३ »<४') ५९०४ (एक स्थान हटाकर रसने पर ) 
(४) आदि का घन (४) न ६४ (एक स्थान हटाकर रखने पर) 


अतएव १५३४ वा मान -२१८७९०८०९०४ 


अनुलोम विधि भी, जिसमें क्रिया का आरम्भ इकाई से होता है, इसी प्रकार 
वी जाती है। 


घन निकालने की गौण विधियाँ 
स्पप्ट है कि सूत्र 


(१) (क--ख)' --क'--३ के ख--३ क्ख--ख' 


१५८ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


तथा सगत सूत्र 
(कर्कखनगन )ककॉन॑ओ को (खर््गर् )नीश्क (ख कंगन ) 
+(खकगन॑- )' 
घन ज्ञात करने की उपर्युक्त हिन्दू विधि में निहित हैं। महावीर के निम्नलिखित 
कथन से यह स्पष्ट हो जाता है , ' 

“अन्त्य और अन्य (अर्थात उपान्त्य) स्थानोवाले अको के वर्गों को एक दूसरे 
से और पुन 3 से गुणा करो , इसके बाद उनके योग में अन्त्य और अन्य के घनों को 
जोड दो। ऐसा करने पर (अन्त्य और अन्य से बनी हुई सख्या का) घन प्राप्त 
होगा ।”' 

श्रीपति और भास्कर द्वितीय" तथा नारायण' ने उक्त सूत्र का कथन निम्त- 
लिखित रूप में किया है ” 

(क+ख ) ++क - ३कख (क--ख )--ख | 

“दी हुई सख्या के तिगुनें को उस (सख्या) के दो (गृुणन)खडों से गुणा 
करके, जो गुणनफल प्राप्त हो उसे उन दो खडो के घनो के योग में जोठ देने पर 
भी (दी हुई सरूया का ) घन प्राप्त होता है ।” 

महावीर ने सूत्र 

(२) नौचज-न(न+क) (न-क )+क (न-क) +क' 
का निम्नलिखित शब्दों में कथन किया है 
“इष्टरहित राशि, इप्टसहित राशि, और (केवल) राशि, इन तीनों के 


' गणित-सार-सग्रह, पू० १५। 

* अन्य का शाब्दिक अर्थ 'दूसरा' होता है। परन्तु यहाँ पर “अन्य से तात्पर्य 
उस अक से हे जो अन्त्य (अतिम अक) के दाहिनी ओर लिखा हुआ है। 

१अर्थात्‌ (२३४)' को गणना इस प्रकार की गयी है 

( २००--३ ०न॑+४) ै-२००--३ ५७ २०० (३ ०-४) 
न ३८२०० (३०--४) + (३०--४) । ह 

और उसी विधि का पुन प्रयोग करने पर (३०-|-४)' का सान निकाला गया हूं 

* देखिए अगरेजी अनुवाद, पृ० १७, नोट। 

" गणित तिलक, २७। 

* लीलावती, पृ० ५। 

* गणित-कौमुदो, अध्याय १, इलोक २३। 

“गणित सार-सग्रह पृ० १४। 


घ्न श्र 


गणनफल मे, उक्त तीन सख्याओ में सव से छोटी सख्या और इष्टवर्ग के गुणनफल 
को तथा इष्ट के घन को जोड देने पर (राशि अर्थात्‌ दी हुई सख्या का) घन प्राप्त 
होता है ।' 

श्रेढो-गणित के आधार पर बने हुए न* के व्यजक श्रीवर, महावीर, श्रीपति और 
नारायण ने दिये है। सूत्र 


(३) सौं+ ४ | शेर (र-१)+१ ] 


को श्रीवर ने निम्नलिखित जब्दों मे व्यक्त किया हैं' 

“ (किसी दी हुई सख्या का) घन उस श्रेढ़ी के योग के तुल्य होता हैँ जिसके 
पद, ० आदि और १ चय वाली श्रेढ़ी मे अन्तिम पद को न्रिगुणित उपान्त्य पद से गुणा 
करके १ जोड़ देने से, बनते है।” 

नारायण का कथन है 

“एक आदि और एक चय (और इष्ट सख्या तुल्य पद) वाली श्रेढ़ी में अन्तिम 
पद को त्रिगुणित उपान्त्य पद से गुणा करके उसमे १ जोड देने से, जो श्रेढ़ी बने उसका 
योग (इष्ट सख्या का) घन है।” 

महावीर ने उपयुक्त सूत्र को निम्न रूप में दिया है 

न 
नोजत्३े>ऊ र(र-१)+ंन। 
र्‌ 


वहते 5 है. 
वे कहते है 

“एक आदि, एक चय और इष्ट सख्या तुल्य पदवाली श्रेढ़ी में पूर्वपद को थागे 
के पद से गुणा करो। इस प्रकार गुणा करने से जो श्रेढ़ी बने उसके योग को ३ से 


,.. त्रिगतिका, पृु० ६। के और रामानजाचायं का अनुवाद (विव्थ्योथेका 
मेथेमटिका जिलद ३, १६१२-१३) अशुद्ध हे। इन महानुभावो ने मूल का अर्य 
समसते में अपनी असमर्थता प्रकट फो हैँ (देखिए पृ० २०६, टिप्पणी)। सुधाकर 
हिदेदो (पृ० ६, टिप्पणो ) ने भो इस नियम का अजशुद्ध व्यास्या को हूं। 'सेके, पाल 
अशद है। 

* गणितकौमृदी, अध्याय १, इलोक २२। 

' गणिन-सार-सग्रह, अध्याय २, इलोक ४५। 


१६० हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


गुणा करके उसमें (एकादि चय वाली श्रेढ़ी का) अन्तिम पद जोड दो। ऐसा करने 
से (इष्ट सख्या का) धन प्राप्त होता हैं।” 
महावीर ने निम्नलिखित सूत्रो को 


(४) यचच्य--श्य--५य--_ य पदों तक 
(५) य>-य-- (य-१ ) | ज-३न- + (श्य-१) | 


निम्न बब्दों में व्यजित किया है! 
“इष्ट सख्या तुल्य आदि, द्विगुणित इष्ट सख्या तुल्य चय, और इष्ट सख्या 
तुल्य पदोवाली श्रेढ़ी का योग भी (इष्ट सख्या के घन के तुल्य है) ।” 


“१ आदि, २ चय और इष्ट सख्या तुल्य पदोवाली श्रेढ़ी के योग को एकोन इप्ट 
संख्या से गुणा करके इष्ट सख्या के वर्ग मे जोड देने से भी (इष्ट सख्या का घन प्राप्त 
होता है) ।” 

८. वर्गमूल 
परिभाषा 

इस परिकर्म के लिए सस्कृत में दो शब्द है, मूल और पद। मूल शब्द 
का सस्क्ृत साहित्य में प्रचलित अर्थ पेड या पौधे की जड' है, अथवा लक्षणा से किसी 
वस्तु का निम्ततम भाग। इसके अन्य अर्थ आधार, नीव', कारण और उद्गम 
इत्यादि हैं। पद छाब्द का अर्थ है "पर का नीचेवाला भाग” (छक्षणा से किसी 
वस्तु का निम्न भाग), “भाग”, “विभाग”, “चरणपाद”, “तरफ”, “स्थान, 

कारण”, “शतरज का वर्ग” इत्यादि। दोनो शब्दो मे लगनेवाले अर्थ हैं. अबो- 
भाग”, “किसी वस्तु का निम्नतम भाग”, “कारण”, अथवा 'उद्गम”। अतएव 
बिलकुल स्पप्ट है कि वर्गमूल से हिन्दू छोगो का तात्पर्य ' वर्ग का कारण या उद्म” 
अर्थात्‌ “वर्ग की एक भुजा” से था। यह ब्रह्मगुप्त के निम्न कथन से अनुमोदित 
होता है ।' 
कृति का पद (अर्थात्‌ वर्गमूल) वह है, जिसका वर्ग कृति है। 
वर्गमूल के अर्थ मे प्रयुक्त उपर्युक्त शब्दो मे से सबसे प्राचीन शब्द मूल' है। 


* गणित-सार-सग्रह, अध्याय २, इलोक ४४॥ 
* ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, अध्याय १८, इलोक ३५। 


वर्गमूल १६१ 


यह शब्द अनुयोगद्वार-सूत्र (ल० १०० ई० पू०) तथा बाद के गणितीय ग्रथो में मिलता 
हैं। पद शब्द वाद में, समवत ७वी शताब्दी से, प्रयोग मे आया। यह पहले-पहल 
बह्मग॒ुप्त के ग्रथ में मिलता है। 

मूल जब्द को अरबो ने प्रहण किया और इसे 'जध्या (अर्थात्‌ वर्ग का आधार) 
द्वारा भरवी में अनुवाद किया। लेटेन शब्द “रैडिक्स! भी मूल शच्ठ का अनुवाद 
है।' 

शुल्व ग्रथो और प्राकृत साहित्य में वर्गेमूल के अर्थ मे 'करणी' शब्द का प्रयोग 
मिलता है। ज्यामिति में समकोण त्रिभुज के कर्ण को 'करणी” कहते हैं। वाद के 
काल में इस णब्द का प्रयोग उन्त अको के लिए किया गया जिनका पूरा-पूरा वर्ग 
नही होता था, किन्तु जो रेखा द्वारा व्यक्त किये जा सकते थे। 


करण 


वर्गमूल निकालने की विधि का वर्णन आयंभटीय मे अत्यन्त संक्षेप मे निम्न 
प्रकार से किया गया हैं, 

/ (अन्तिम वर्गस्थान में से बडी से वडी जो वर्ग सख्या घट जाय उसे घटा दो । 
इसके बाद ) सर्वदा वर्गमूल के दुगुने से अवरगेस्थान को भाग दो।' भाग करने से प्राप्त 
नल्ब्धि के वर्ग को (आगे के) वर्गस्थान में से घटाओ। पृथक्‌ पक्ति में रखी हुई 
सरया वर्गमूल सूचित करती है।* 


यह विधि निम्नलिखित उदाहरण से समझ में आ जायगी। 
उदाहरण । ५४७५६ का वर्गमूल निकालना । 


* विद्ीं० विवरण के लिए देखिए, दत्त, अमेरिकन मंथेमेटिफ्ल मथलो, जिल्द 
३२४, पृ० ४२०-४२३, और जिल्द ३८, पृ० ३७१-३७६। 

___ भाग देने में लब्धि इतनो बडी लेना चाहिए कि उसका वर्ग अगले स्थान 
में से घटाया जा सके। भास्कर प्रथम, नोलकण्ठ, तथा अन्य टीकाकारों के 
अनुसार, मूल पाठ का यहो भाव हे। 

* आरयभटीय, गणितपाद, इलोक ४। रोडे (जर्नठ एशियाटिक, १८८०, 
जिल्द २), के (जर्नेल एशियाटिक सोसायटी ठगाल, १६०७, जिल्‍द ३, और १६०८, 
जिल्द ४), सिह (वलेटित करवत्ता मैयेमटिकल सोसायटी, १६२७, जिल्‍्द १८), 
इलावः (जार्यभटीय) ओर अन्य लोगों द्वारा इस नियम का पहले जनुवाद क्या 
जा ज्वा हें। उनमें से के का अनुदाद नितान्त भशद्ध है। 

(5 
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वर्ग ओर अवर्ग स्थान ऊर्ध्वावर और क्षेतिज रेखाओ से चिह्नित करने के वाद 
वर्गमूल की क्रिया निम्न प्रकार से की जाती है 
॥।-।+- 
५४७५६ 
वर्ग को घटाने पर ४ वर्गमूलन-२ 
हद्विंगुणित वर्गमूल से भाग देने पर ४)१४(३ लब्बि को एक स्थान हटा कर 
१९ रखने पर वर्गमूल--२३ 
७ 
लब्धि के वर्ग को घटाने पर 
द्विगुणित मूल से भाग देने पर ४६) १८५ (४ लब्बि को एक स्थान हटा कर रखने 
१८४ पर वगमूलल्‍-२३४ 
१६ 
लब्धि के वर्ग को घटाने पर १६ 
0 
क्रिया समाप्त हो गयी। वर्गमूल २३४ मिला । 
जी० आर० के' ने कहा है कि आर्यमट की विधि वीजीथ प्रकृति की है और 
थिअन आँव अलेक्जेड्रिया की विधि के अनुरूप है। उनके दोनो कथन अशुद्ध है ।' 
सिद्धसोेन गणि (ल० ५५०ई०) के निम्नलिखित अवतरण से, जो उनकी 
तत्वार्थात्रिगम सूत्र' की टीका में उपलब्ध है, निश्चित रूप मे सिद्ध होता है कि 
वर्गभूल निकालने की विधि बीजीय नही है। १,००,००० योजन व्यास के वृत्त 
की परिधि ज्ञात करने के सबध में वे कहते है 
“व्यास का मानसौ हजार योजन हैं, उसे १०० हजार से गुणा करने पर उसका 
वर्ग हो जाता है, इसे पुन १० सेगुणा करते है और तब उस (गृणनफल) का वर्ग 
मूल निकालते है। प्राप्त वर्गमूल वृत्त की परिधि होगा। (वर्गमूल निकालने 





: देखए* जनल आँव दि एशियाटिक से सायटी औँव बंगाल, जिलल्‍्द ३ और 
४, में 'नोटस आन इडियन मंथेमेटिक्स, १ और २, शीर्षक लेख। 

२ विवरण के लिए देखिए सिंह, पूवक्ति, क्‍्ला्क, आर्यभटीय, पृ० २३ आदि 
भी। 

१३ ११॥ 


वर्ग मूल १६३ 


की विधि से) योजन प्राप्त करने में हमें वर्गमूल (की पक्ति) में ऋ्रमश . 
३,१,६,२,२ और ७ अक मिलते है, और नीचे (अन्तिम लब्धि के रूप मे ) ६३ रे४५४- 
सख्या मिलती है। इसको आधा करने पर तीन लाख सोलह हजार दो सो 
मत्ताइस मिलता है। दी हुई सख्या (इसके वर्ग से) कुछ अधिक है, क्योकि- 
४ट४४७१ जप वचता हूँ ॥” 

“इसके अनन्तर ४ से गुणा करने पर ७५६०००००००००० की प्राप्ति होती 
हू। इसका वर्गमूल पूर्णज्या का मान हैं। इसका वर्गमूल निकालने में क्रमण 
२,७,४,९,५, और ४ अक मिलेगे। ४ 

स्पष्ट है कि उपर्युक्त अवतरण में वर्गमूल निकालने के लिए आयंभट की विधि 
का अनुसरण किया गया है क्योकि वर्गमूल के अक क्रम एक-एक करके प्राप्त हुए हैं । 

परवर्ती लेखको ने वर्गमूल निकालने की विधि का अधिक विवरण दिया है। 
उदाहरणत, श्रीधर कहते हैं 

“ (अतिम) विपमस्थान म॑ (वडी से वडी सख्या के) वर्ग को घटाओ (जो घट 
जाय) । उसके वाद वर्गमूल के दूने को एक स्थान (दाहिनी ओर) हटा कर (नीचे 
वी पक्ित में ) रखो, और उससे ( दी हुई सरझ्या के) शेप को भाग दो। प्राप्त रूव्वि 
को (भी नीचे की) पक्ति मे रखो। उस (रूव्यि) के वर्ग को( दी हुई ससया के शेप 
में ) घटाओ, और उसके वाद लव्धि को दूना कर दो। (इस प्रकार से) प्राप्त 
द्िगुणित) सख्या को पूर्ववत्‌ एक स्थान (दाहिनी ओर) हटाकर रखो, और उमसे 
(दी हुई सस्या के) शेप को भाग दो। अन्त में द्विगुणित सस्या को आधा कर दो 
(यही इष्ट वर्गमूल होगा) ।/ 

महावीर, आयेभट द्वितीय', श्रीपति', और भास्कर द्वितीय", की वितिर्या 
क्ीबर की विधि के अनुरूप हैं । 


' त्रिगतिका, पृ० ५। पाटी पर लिखने को विधि की सोदाहरण विवति 
पे; लिए देखिए ए० एन० सिह, वलेटिन कलकत्ता मथेमेटिव्ल सोसाःटी, जिलल्‍द १८ 
पृ० १२६१ 
गणित सार-ग्रह, परिकर्म-ब्यवहार, श्लोक ३६। 
महासिद्वान्त अध्याय १५, इलोक ६(उत्तरार्ध) ७। 
निट्टान्तथेखर, अध्याय १३, इलोक ५। गणित-तिरक इलोक २३। 
. 7”, लावती पृ० ४। भास्कर ट्वितोय की पक्ित में द्िगधित मूल रहता 
₹। जददि आपभट प्रथम को पवित में यथार्थ मूल रहता है। देखिए सिह, पूर्वोक्त 
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वर्ग और अवगे स्थान ऊर्ध्वावर और शक्षेतिज रेखाओ से चिह्नित करने के बाद 
वर्गमूल की क्रिया निम्न प्रकार से की जाती हैं 
॥-।-। 
५४७५६ 
वर्ग को घटाने पर ४ वर्गमूल--२ 
द्विगुणित वर्गमूल से भाग देने पर ४) १४(३ लव्वि को एक स्थान हटा कर 
१२ रखने पर वर्गमूल-२३ 
दा 
लब्धि के वर्ग को घटाने पर ९ 
द्विगुणित मूल से भाग देने पर ४६) १८५ (४ लब्वि को एक स्थान हटा कर रखने 
१८४ . पर वर्गमूल--२३४ 
पद 
लब्धि के वर्ग को घटाने पर १६ 


0 

क्रिया समाप्त हो गयी। वर्गमूल २३४ मिला | 

जी० भार० के' ने कहा है कि आर्यंभट की विधि बीजीय प्रकृति की है और 
थिअन आँव अलेक्जेड्रिया की विधि के अनुरूप है। उनके दोनों कथन अशुद्य है ।* 

सिद्धोेन गणि (ल० ५५०ई०) के निम्नलिखित अवतरण से, जो उनकी 
तत्वार्यात्रिगम सूत१' की टीका में उपलब्ध है, निश्चित रूप में सिद्ध होता है कि 
वर्गमूल निकालने की विधि बीजीय नहीं हैं। १,००,००० योजन व्यास के वृत्त 
की परिधि ज्ञात करने के सबंध में वे कहते हैं 

“व्यास का मान सौ हजार योजन है, उसे १०० हजार से गुणा करने पर उसका 
वर्ग हो जाता, इसे पुन १० से गुणा करते हैं और तब उस (गृणनफल) का वर्ग- 
मूल निकालते हैं। प्राप्त वर्गमूल वृत्त की परिधि होगा। (वर्गमूल निकालने 





* देखए*- जनंल आँव दि एशियाटिक से सायटी आँव बगाल, जिल्द ३ और 
४, में “नोटस आन इषियन मंथेमेटिक्स, १ और २, शीर्षक लेख। 

२ विवरण के लिए देखिए सिंह, पूवरकित, क्‍लाक, आर्यमटीय, पृ० २३ आदि 
भी। 

१३ ११। 


वर्गंमूल १६३ 


की विधि से) योजन प्राप्त करने में हमे वर्गमूल (की पक्ति) में ऋमश,. 
३,१,०,२,२ और ७ अक मिलते है, और नीचे (अन्तिम लब्धि के रूप मे ) ६३ २४५४: 
सस्या मिलती है। इसको आधा करने पर तीन लाख सोलह हजार दो सौ 
सत्ताइम मिलता हैँ। दी हुई सख्या (इसके वर्ग से) कुछ अधिक हैं, क्योकि: 
४८४४७१ शेष बचता है. । 

“इसके अनन्तर ४ से गुणा करने पर ७५६०००००००००० की प्राप्ति होती 
ह। इसका वगर्गमूल पूर्णज्या का मान है। इसका वर्गमूल निकालने मे ऋण 
२,७,४,९,५, और ४ अक मिलेगे। ॥” 

स्पष्ट है कि उपर्युक्त अवतरण में वर्गमूल निकालने के लिए आयंभट की विधि 
का अनुसरण किया गया हैं क्योकि वर्गमूल के अक क्रण एक-एक करके प्राप्त हुए है । 

परवर्ती लेखको ने वर्गमूल निकालने की विधि का अधिक विवरण दिया है। 
उदाहरणत, श्रीघर कहते हैं 

“४ (अतिम ) विपमस्थान म॑ (बडी से बडी सरया के) वर्ग को घटाओ (जो घट 
जाय) । उसके वाद वर्गमूल के दूने को एक स्थान (दाहिनी ओर) हटा कर (नीचे 
वी पक्ति में ) रखो, और उससे ( दी हुई सख्या के ) शेप को भाग दो। प्राप्त लब्वि 
का (भी नीचे की ) पक्ति मे रखो। उस (लब्धि) के वर्ग को( दी हुई सस्या के शेण 
में ) घटाओ, और उसके वाद लब्धि को दूना कर दो। (इस प्रकार से) प्राप्त 
द्िगृणित) सरया को पूवबत्‌ एक स्थान (दाहिनी ओर) हटाकर रखो, और उससे 
(दी हुई सरया के) णेप को भाग दो। अन्त में द्विगुणित सरया को आधा कर दो + 
(यही इष्ट बगेमृल्त होगा) ।/' 

महावीर, आयंभट हितीय', श्रीपति', और भास्कर द्वितीय", की विधिर्या 
श्रीवर की विधि के अनख्प है। 


* च्रिशतिका, प० ५। पाटो पर लिखने की विधि को सोदाहरण विवति 
के लिए देखिए ए० एन० सिह, वलेटिन कलकत्ता मथेमेटिक्त सोसा7टी, जित्द १८ 
पृ० १२६। 

गणित सार-ग्रह, परिकमं-व्यवहार, इलोक ३६। 

* महासिद्ान्त, अध्याय १५, इलोक ६(उत्तरा्ध) ७। 

 निद्धान्नयेखर अध्याय १३, इलोक ५॥ गणपिक-ति टक इलोक २३। 

/ लीछावती पृू० ४। भास्कर द्वितीय को पत्षित में दिगणित मल रहता 
ह_ै। जदबि आयभट प्रथम को पक्ित में यवार्थ मूल रहता है। देखिए सिह, पृर्वोतरत ६ 
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इस विधि के अनुसार पाटी पर वर्गमूल निकालने की रीति निम्नलिखित उदा- 
हरण से स्पष्ट हो जायगी । 
उदाहरण | ५४७५६ का वर्गमूल निकालना । 
पहले दी हुईं सरूया को पाटी पर लिखते है और सम तथा विपम स्थानों पर 
ऋरम से क्षेतिज और ऊर्ध्वाधर रेखाओ द्वारा सूचित करते है, यथा 
--। 
"४७५६ 
अन्तिम विपम स्थान ५ में, बडी से वडी वर्ग सख्या ४ घटायी जा सकती है। 
अतएव ५ में से ४ घटाते है, गेप १ मिलता है। अतएव ५ को मिटा कर उसके 
स्थान पर १ रखते है। इसके वाद ह्विगुणित वर्गमूछ (२२८२-४) को एक स्थान 
दाहिनी ओर सझ्या के नीचे रखते है 
।-।-। 
१४७५६ 
४ 
नीचेवाली सस्या ४ से ऊपर की सख्या १४ को भाग देते हैं, ३ लूब्धि मिलती है 
और २ शेप बचता है। ३ को ४ के दाहिनी ओर रखते है और १४ को मिटा कर 
उसके स्थान में २ रखते है, इस प्रकार पाटी पर निम्न सख्याएँ होती है। 
-।-। 


२७५६ 
४३ 


3 के वर्ग को ऊपर की सख्या २७ में घटाते है, १८जणेप बचता है। अतएवं २७ 
को मिटा कर उसके स्थान मे १८ रखते है। साथ ही साथ ३ को मिटा कर उसके 
स्थान में ३ का दूना अर्थात्‌ ६ रखते हैं। 


अब ४६ को एक स्थान दाहिनी ओर हटा कर लिखते है। 
-।-। 
१८५६ 
४द्‌ 
इसके वाद १८५ को ४६ से भाग देते है, ४ रूब्धि मिलती हैँ और १ शेप बचता है) ४ 
को ४६ के दाहिनी ओर रखते है ओर १८५ को मिटा कर उसके स्थान में १ रखते हैँ। 


घनमूल १६५ 


| 
१६ 
४६४ 


अब ४ के वर्ग को १६ में घटाते है, शेप ० बचता है। अतएव १६ को मिटा देते है ।॥ 
इसके वाद ४ को दूना करके रखते है। 
४६८ 

यह ह्वियुणित वर्गमूल है। इसको आधा करने पर २३४ मिलता है जो इष्ट 
वांगल हं । 

प्रतीत होता हैं कि हिन्दू अको के साथ वर्गमूठ निकालने की उपर्युक्त विधि 
भी ८वी जताव्दी के लगभग अरब को पहुँचायी गय। थी, क्योकि यह विधि गणित 
के अरदी ग्रथो में बिलकुल इसी स्वरूप में मिलती है।' 

प्यूयाख (१४२३-१४६१ ई० ), घूके (१४८४ ई०) ला रोश (१५२० ०), 
गेमा फ्रिसियस (१५४० ई०), कतानिओ (१५४६ ई० ) इत्यादि यूरोपीय लेखकों 
के ग्रथो मे भी यह विधि इसी स्वस्प्र म मिलती है । 


० घनमूल। 
परिभाषा 

इसपरिकर्म के लिए हिन्दू गणित में दो घब्द प्रणक्त हुए है, घनमूल और घनपद।॥ 
इन घब्दो वी व्याएया की जा चुकी है । 
कारण 

इस परिकम का वणन सवंप्र्थम जायंभटीय मे मिलता है । परन्तु यह वर्णन 
जत्यन्त यछेप में हैं 

/ (अतिम छत स्थान में सबसे बड़ी पन सरगया घटाओ। इसके बाद) 
हितीय अघन (रवान) से (आरम्भ वरवे जो सरया वारी ओर हो उसे ) पनमूल के 
दंग वे तिगूने से भाग दो। (इसके बाद) श्घथम घन से (जारम्भ करने वायी 


._ ' उदाहरणार्थ, अलू-नसदो (१०२५ ई०)। देखिए सूटर, विव्लियोयेका मैँथे- 
गेटिवा, जिल्द ७, पृ० ६१४ और देप्के, जनेल एशियाटिक जिल्‍द १, १८६३। 
“ देखिए स्मिथ, हिस्ट्री, जिल्‍द २, पृ० श्थट-श्थ८ी। 
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ओर जो सख्या हो उसमे से) त्रिगुणित घनमूल के गृुणनफल को, तया (अगले) 
चनस्थान से छव्धि के घन को घटाओ।”' 

टीकाकारो की व्याख्या के अनुसार, इकाई का स्थ्यन घन स्थान है, दहाई का 
स्थान प्रथम अघन स्थ्गन हूँ, रैकडे का स्थान द्वितीय अवन स्थान हैँ, हजार का 
स्थान घन स्थान हूँ, दस हजार स्थान प्रथम अबन स्थान है, इत्यादि ।' दी हुई 
सख्या के ऊपर घन, प्रथम अघन और द्वितीय अधन स्थानों के चिह्न लगाने के बाद, 
घनमून्ठ निकालने की क्रिया का आरम्भ अतिम घन (स्थान) ये सबसे वडी घन 
सख्या के घटाने से होता है। यद्यपि यह क्रिया उपर्युक्त नियम में स्पप्टतया नहीं 
वर्णन की गयी है, तो भी टीकाकारों का मत हैं कि 'घनरय मूलवर्गेण” कहने मे यह 
क्रिया निहित है। उपर्युक्‍तत विधि निम्नोदाहरण से स्पर्ट हो जायगी। 


उदाहरण | १९५३१२५ का घनमूऊल निकालना । 
अको के ऊपर घन और अघन के चिह्न॑ छूगाने के वाद प्रनमूल की क्रिया का क्रम 
इस प्रकार है 





घम अघअअध 
१०2५ 3 है: शत 

घन घटाने पर १ (स) घनमूलर- ? 

घनमूल के वर्ग के तिगुने ३) ९ (२ (अ) पनमूछ के बाद 

(अर्थात्‌ ३ % ११) से भाग देने पर द्‌ लब्धि रखने पर मिलता हैं 

लब्बि वर्ग और त्रिगुणित घनमूल के. ३५ १२ 

गुणनफल (३ ४ १» २ )कों घटाने पर ११५ (व) 

लब्वि के घन (अर्थात्‌ २!) को २३३ 

घटाने पर ८. (मं) 


आपधपेभटीय, गणितपाद, इलोक ५॥ इस नियम का अनुवाद रोडे, के, सिंह, 
कला, सेनगप्त, आदि ने किया हैं। के का अनुवाद नितान्‍्त अशुद्ध हें। अन्य 
अनुवाद स्वतत्र होते हुए भी परिणामत शुद्ध है। कला का दि [ प्रिसीटिग ) 

घन' प्रयोग कुछ भ्रमात्मक हू । 
ग देने में लब्धि इतनी बडी लेना चाहिए कि अगली दो क्ियाएँ 


(व) ओर (स) की जा सक। 


घनमूल १६७ 


चनमूल के वर्ग के तिगुन (अर्थात्‌ ४१२)२२५१)५  (अ) घनमूल १२ के अग्गे 





३ % १२१) से भाग देने पर २१६० लब्धि लिखने पर 
त्रिगुणित घनमूल और लब्बिवग्ग के गुगन. ९१२ मिलता है १२५ 
फल (अर्पात्‌ ३ & १२ » ० )को घटाने पर ९०० (तर) 

श्र 


लब्धि के घन (अर्थात्‌ ५) को घटाने पर १२५ (स) 


टस प्रकार घनमूलन- १२५ 


उपयुक्त उदाहरण से स्पष्ट हे कि घनमूल निकालने की आधुनिक विधि आरय- 
भट की विधि का लघुस्प हूँ । 

ऊपर दी हुई विधि हिन्दू गणित के सव ग्रथों में मिलती है। उदाहरणत , 
अद्यगुप्त कहते हूँ , 

४ (अतिम घन स्थान पयन्त सख्या मे सबसे बडी घन सरया घंटाने के बाद) 
द्वितीय अधन स्थान से ( आरम्भ करके वायी ओर) जो सस्या हो उसको घनपूल के 
वर्ग के तिगने से भाग दो। प्राप्त लूज्धि के वर्ग जौर त्रिगुणित घनमूल के 
गणनफल को प्रथम अघन (पर्रन्त सर्या) में और तत्पद्नचात्‌ लब्यि के घन 
वो घन (स्थान पाग्त सरया) में घटाओ। ऐसा (वार वार) करने पर घनमूल 
ग्राप्त होगा।'' 

शरीर ने पाटी पर की जाने वाली प्रक्रिया वा जधिक विस्तृत विवरण दिया 
है। वह एस प्रकार हू 

/ (एव से आरग्भ वरके कमरा ) एवं घन स्थान होता है जौर दो जपन 
ग्थान होते _। (दी हुई सरधा के जछश्ोों वे उपर घन जौर जपन चिह्नो या 
अकित वरो)। (अंतिम) छन स्थान में से (लंबे वही) घन सरपा घटाओं। 
एनमृल वा दोसर पद (जर्पात द्वितीय ऊघन स्थान) के नीचे रपतर, (द्वितीय 
अपन रथान वो) घनमल के बग दे! तिएने से भाग दो। उब्बरि को (घनमृल की) 


घ द्राद्या स्पाद ' शा त देखिए बे न्ध्डः 
द्राद्म-स्फ्द-ननिद्धात पृ० ६७५ | देखिए कोलइक पूर्वोचत ग्रथ पृ० ए८०। 


श्द्द हिन्दू गणित-श्ञास्त्र का इतिहास 


पक्ति मे (घन्मूछ के दाहिनी ओर) रखकर उसके वर्ग को त्रिगुणित अन्त्य (घनमूल) 
से गुणा करके ऊपर की सख्या में घटाओ।' पुन (प्रवितवाली सख्या का घन- 
मूल मानकर) (घनमूल को) तृतोय पद (अर्थात्‌ द्वितीथ अघन स्थान) के नीचे 
रखो वाली विधि का प्रयोग करो। यही घनमूछ निकालने की विधि हूँ ।” 

आर्यभट द्वितीय ने श्रीवर का अनुकरण किया है और घनमूल निकालने की 
विधि को निम्न प्रकार वणित किया है 

/ (इकाई से आरम्भ करके ) पदो (अर्थात्‌ स्थानों) की क्रम से घन, भाज्य 
और शोध्य सज्ञाएँ होती हैं। (अतिम) घन स्थान से (सबसे वद्े) घन संख्या 
को घटाना चाहिए। घनमूल को 'भाज्य' पद के नीचे रखकर, उस पद को त्रिगुणित 
घनमूल वर्ग से भाग देना चाहिए, और छव्बि को (घनमूल की) पवित में रखकर 
उसके वर्ग को त्रिगुणित पूर्व (अर्थात्‌ घनमूल) से गुणा करके ज्योध्य से, और 
(लब्धि के) घन को घन-पद से घटाना चाहिए। (इस प्रकार से) पाप्त (आयिक) 
बनमूल को गोध्थ के नीचे रखकर पुन उपर्युक्त क्रिया करनी चाहिए।” 

जिस सस्या का घनमूल निकालना होता है उसके अकों को (इकाई से आरम्भ 
करके) तीन तीन अको के समूह में विभक्त करते है (जिन्हें क्र से घन, अघन और 
अघन कहते हैं)। वायी ओर से आरम्भ करके अन्तिम घन पर्यन्त सख्या से इप्ट 
घनमूल का पहला अक (बायी ओर से गणना करने पर) मिलता हैं। दाहिती ओर 
के अगले तीन अको से घतमूल का दूसरा अक मिलता है, और इसी प्रकार आग 
के तीन तीन अको से घनमूल के अन्य अक प्राप्त होते हैं। जब क्रिया पादी परकी 
जाती है, तब सख्या के अको के ऊपर घन और अघन के चिह्न हछगा देते है, और 
उसके वाद निम्न रीति से क्रिया करते हूँ 
उदाहरण । १९५३१२५ का घनमूल निकालना। 

पहले सख्या को लिखते है और अको के ऊपर घन और अधघन चिह्लें लगाते है 


घअअधघनअचबध 
आम की आप 


* नीचे की पकित में लिखे हुए घनमूल को अन्त्य' और लब्धि को आदि! कहा 
गया है। 

१ त्रिशतिका, पृू० ६ आदि। 

९ महा सिद्धान्त, पृ० १४५॥।॥ 


घनमूल १६९ 


अन्तिम घन स्थान से (जिसके ऊपर घ॒ लिखा है) वडी से वटी घन सख्या घटाते 
ह! यहाँ पर १' घटाबेगे। घटाने से घून्य बचता हैं। इसलिए १ को मिटा 
देते है। १ के घनमूल १ को द्वितीय अधन (अर्थात्‌ अतिम घन स्पान के दाहिनी 
ओर वाले स्थान) के नीचे लिखते है । 


घ अभ जघलजअजचघच ३)९(२ 
9. हे. 0 0 रु पाप ६ 
१ रे 


घनमूल का दूसरा अक प्राप्त करने के लिए द्वितीय अघन स्थानवाली सस्‍या ९ को 
घनमूल के वर्ग के तिगुने (अर्थात्‌ ३» १-३) से भाग देते हैं। (ध्यान रखना 
चाहिए कि भाग नि शेष न होना चाहिए) | लब्बि २ मिलती है जिसे प्रथम अघन 
स्थान के नीचे लिखते है, और थेष 5 बचता है, जिसको ९ को मिटाकर उसके 
स्थान में रखते हे। इस प्रकार पाटी पर निम्न सख्याएँ होती हूँ, 


घर अज अचघऊ जअजअनलजअलचघच घ्ण 
8 0६ हैः १. 5३५ ५ १२ 
१२ ३३ 


नीचे की पक्तिवाली सख्या ११ के २ को आदि और १ को अन्त्य कहते हैं। 

अब त्रिगुणित घनमूल और आदिवर्ग के गुणनफल को प्रथम अघन पर्यन्त समस्या 

(अर्थात्‌ ३५) में घटाते है, णेष २३ बचता हैं। अतएव ३५ को मिटा देते 

# और उसके स्थान मे २३ लिखते हूं । 

अ घ जन बघ 
हक 2 है 5 


कि 

न >ए 
्। 
जश्ए 
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२२७ 
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ना 


इसके बाद आदि वे घन (अर्थात्‌ ८) को घन स्थानवाली सस्या में घटाने है, शेप 
२२५ वचता हैं। अतएव २६३ को मिटाकर उसके स्थान में २०७ लिखते है । 
अ अ घ अजभच 

२ २५७४५ ४०२७ 

५.५ ४ 

जिया वा एक चक्र व समाप्न हो गया। जतएद नीचे की सस्या १० को घन- 
भृल मान कर उपयवत दिया की पुनरावृत्ति करते हैं। पहनते १० को द्वितीय 
अधन स्टन वे नीचे ल्खिते है। पादो पर ऊव निम्न सरपाए होती है, 


१७० हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


अ अ घ अ अ घ 
२ २५१४२०२०५ ४३२)२२५१(५ 
£र २१६० 
९१ 


अब पूर्ववत्‌ घनमूल-बर्ग के तिगुने (अर्थात ३ ७८ १२--४३२) से २२५१ को भाग 
देते है, लब्धि ५ को प्रथम अवन के नीचे लिखते हैँ और शेप ११ को २२५१ 
को मिटाकर उसके स्थान में लिखते है। इस प्रकार पाटी पर अब निम्न सख्याएँ 
होती हे 





त्र॒अ अभअ थ 8९१२ 
हि 5 पा पु 
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अब १२ को अन्त्य और ५ को आदि कल्पना करते है। त्रिगुणित अन्त्य और आवि- 
वर्ग के गुगनफल (अर्थात्‌ ३» १२ % ५-९०") को द्वितीय अघन स्थान (अर्थात्‌ 
९१२) से धटाते है, शेष १९ बचता हूँ । अतएवं ९१२ को मिटा कर उसके स्थान 
में १२ लिखते हे। इस प्रकार पाटी पर निम्न सख्याएँ होती है । 


अ अचप 
(६ २ ४५ १२५ 
१५२ ५ १२५ 





0 


अव आदि के घन (अर्थात्‌ ५७० १२५) को घन स्थ्यन से घटाते है, णेप ० बचता 
हैं। अतरव १२५ को मिटा देते है। अब पाटी पर केवल द्वितीय पब्ति शेप 
बचती हैं 

श्र्५ 
यही सस्या इप्ट बनमूल है । शेप बून्य होने के कारण यह पूर्ण घनमूल है । 


पाटी पर लिखी हुई सल्याओं को बार-बार मिटाते रहने का कारण यह 
हैं कि पाटी इतनी बडी नहीं होती कि संपूर्ण क्रिया के अक उस पर लिसोे जा सके । 
अकसमूह के तीनो अक एक साथ लिखे जाते हैं। भाग फरने और घटाने की क्रिया 
अको को अन्यत्र पादी पर लिखकर की जाती थी (जैसा कि ऊपर के उदाहरण 
में किया गया है), और वाद में मूल सख्या को मिठा कर आवश्यक परिवर्यत 
किये जाते थे। 


फ्रिया की शुद्धता को परीक्षा १७१ 


१० क्रिया की शुद्धता को परीक्षा 

गणितीय परिकर्मो की अनुलोम और विलोम दोनो ग्वियो से प्राप्त परिणामों 
की शुद्धता की परीक्षा करने का नियम सक्से पहले महा-सिद्धान्त में मिलता है 
जहाँ पर इसका निम्न प्रकार से वर्णन किया गया है ' 

“पुण्य, गुणक और गणनफल प्रत्येक के अपने अको को अलग अलूग तव तक जोडो 
जब तक जोडइ एक अक का न हो जाय, इसी प्रकार भाज्य, भाजक और रूब्षि 
प्रत्येक के अपने अको को भी अलग अंग जोडों। यदि गृण्य और गुणक (के 
उक्त योगो) के गणनफल के अको का योग, गुणनफल (के अको के योग) के 
तुल्य हो, वो (समझना चाहिए कि) गुणन झुद्ध हे, यदि रूव्वि और भाजक के 
(योगो के) गुणगनफल मे शेष (के अको) का योग जोड देने पर जो सख्या आवे 
उपके (अको के योग के) वरावर, भाज्य (का योग ) हो, तो (समझना चाहिए कि 
लब्धि और णेप णुद्र हूँ (जथत्त्‌ भाग जुद्ध हे)। वर्गसरया के अपने अको का 
योग यदि वर्गमूल के (अपने अको के जोड़ के) वर्ग वन णेप के तुल्य हो, तो (सम- 
झना चाहिए कि) वग और वर्गमूठ शुद्ध हैं। घन (के अपने अको) का योग यदि 
घनमूल (के अको) केयोगकेघन घनणेप के तुल्य हो, तो (समझना चाहिए कि) 
घन और घनमूल तथा णेष गुद्ध हैं। यह गृणन इत्यादि की (शुद्धता की परीक्षा 
सारने की) सरल शोधनिका (कसौटी) है । 

उपय वतत नियमों वी उप्पक्ति निम्नठिखित विवेचन से स्पष्ट हो जायगी। 
मान लो वि 

न>-पन्न प+्र ६ प १५ 
दशमलव पकेत मे लिखी हर्ट म अको की सरपा हू । मान हो कि इस सस्या के 
अबकी का योग स्‌ है, और स १ वे; अको वा जोदड सं- हे, उत्यादि। जनतग्व 


त्तृ कल प्‌ ९ ्न- १० प्‌ छ] चः न भ्ऊ प्‌ 


* महा-पिद्धान्न, पृ० रथ४५। 
भर्थात्‌ पहले सरपा दे अको छो जोडो, इसके दाद ज्ोए करने से प्राप्त सत्या 
ये अबों दो जोड़ो, और यह किया तद तक कनो जद तक एक झक की नन्‍्यान 
धाप्त ऐो ज्यय। 


१७२ हिन्दू गणित शास्त्र का इतिहास 


और स( ऋतप१+ प३ -- हू 
अतएब, घटाने पर 
तरस <९(प २-१ (पेन 


) 


इसलिए 
ने ड्य्स्‌ 
इसी प्रकार 
सह व स२ 
सा वूस३ 
सर. १ ह5 सर 


(मापाक ९) 


(मापाक ९) 
(मापाक ९) 


(मापाक ९ ) 


जहाँ पर सर केवल एक अक की सख्या है, जो कि या तो ९ के वरावर है था * झे 
छोटी है। मान लो कि यह अक न है। तो 
नव्व्ना (मापाक ९) 
अतएव यह सिद्ध हुआ कि किसी सख्या के अको को बार-बार जोडने से जो अक 
प्राप्त होता है वह॒ उस संख्या को ९ से भाग देने से प्राप्त णेप के लुल्य 
होता हैं । 
अब, सस्या ना की कल्पना करो जो उस सख्या के तुल्य है जो प अन्य सख्याओ 


न, नभ, ने के गुणनफल में अन्य सख्या रा को जोडने या घटाने से 
प्राप्त होती हैं। तो हम लिख सकते हैँ कि-- 
नानचनश न३ न --रा 

अब, मान लो कि 

नश्व्य्न्‌ (मापाक ९) 

न व्ट््न३ (मापाक ९) 

नव ह्वर्नप (मापाक ९) 

इनकी गुणा करने पर, 

न न३ नव व्वन ३ न३ न (मापाक ९) 


क्रिया की शुद्धता फी परीक्षा श्७३्‌ 


युनश्च, यदि 
राह्टर (मापाक ९) 
त्तो 
नह न२,,,०००तप-:राध्टन (न २, , ,. तप: (सापाक ९) 
अतएव 
नाव न न॑२ नप--र (मापाक ९) 
विशेष रूप से, यदि 
लत तचन२ लानपतून, 
नो 
न न्‍्तर्ना२ 5 सननपतच्न 
अतएव 
नाततनप --रा 
और नाव्डनप रे (मापाक ९) 


उपर्यूक्त विवेचन से महा-सिद्धान्त के नियमो की सत्यता का निरूपण हो 
जाता हूँ। 


गुणन की झ॒द्गता की परीक्षा करने का निम्नलिखित नियम नारायण ने दिया 
४ 


$॥५ 


“गण्य और गुणक दोनो को (अलूग-जलग) किसी कल्पित सरया से भाग 
देकर जो घणेप मिले उनके गुणनफल को कल्पित सरया से भाग दो। उपलब्ध 
घेप यदि उस णेप के वरावर हो जो (गण्य जौर गूणक के) गुणनफल को कृत्पित 
सस्या से भाग देने पर मिलता है तो (समझना चाहिए कि गुणन) 
घद्ध है।” 

यहा पर यह देखने योग्य हैं कि ९ अक से भाग देकर गणित-शद्वि वी परीक्षा 
वारने के सपूर्ण नियम पहले पहल भारतवप में मिलते हैँ । गृषन और भाग थी 
तियाओ के परीक्षण के नियम सग्भवत हिन्द्रणों को बहत पहले से ज्ञात है। परन्तु 
चवि एन परीक्षणो की गणना मौलिव परिवर्मो मे नही की जाती थी, टर्साठाए वे 


' हस नियम दो लुधाढर द्विदेटी ने उद्घुत श्थि हैँ । देडिए सुघाकर द्विवेदी, 
गणित वा एतिहान (हिन्दो में), दनारस १६१०, पृ० ७६। 


१्छ्ड हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


पाटी-गणित के ग्रथो में नही दिये गये है।' कदाचित्‌ नारायण ही पहले गणितञ है 
जिन्होने किसी भी सख्या से भाग देकर गणित की शुद्धता के परीक्षण का नियम 
दिया है । 


प्रारम्भिक अरब लेखको के ग्रथो में ९ से भाग देकर गुणन और नि शेप भाग के 
परीक्षण के नियम मिलते हूँ परन्तु सव परिकर्मों की शुद्धता की परीक्षा करने के 
सपूर्ण नियम सबसे पहले अविसेन्न' (ल० १०२० ई०) के ग्रथो मे मिलते है, जिसने 
अपने नियमो को हिन्दू" नियम कहा है। मैक्सिमस एलानुडेस' ने भी नौ से भाग 
देनेवाले नियम को हिन्दू-व्युत्पत्ति का बताया हैं। 


अतएव नी से भाग देकर गणितशुद्धि की परीक्षा करने के नियम की हिन्दू 
व्युत्पत्ति के विषय में कोई सदेह नहीं है। आर्यभट द्वितीय के पहले इसका प्रयोग 
सभवत. गुणन और भाग के परीक्षण में किया जाता था। जब इसका पदाप॑ण 
अरब मे हुआ तब कदाचित्‌ वह इसी अपूर्ण अवस्था में था। उसके वाद सम्भवत - 
अरबों और हिन्दुओ दोतो ने अलग-अलग इपकौ पूर्ण किया । अरबों 
और मह-सिद्धान्तकार आरयंभद द्वितीय के नियमों की विभिन्नता का कदाचित्‌ 
यही कारण है। तयापि यह निश्चित है कि हिुओ ने उक्त नियम को 
अरबो से नही पाया, क्योकि आर्रेमठट दितीय का ग्रथ अविमेन्न के पहले 


* उपर्युक्त पग्रयो के अतिरिक्त भास्कर द्वितीय कृत करणकुतृहल की सुमतिहर्ष 
(१६१६ ई०) इत दोका में तथा सूर्थप्रिद्धान्त की भूधर-कृत टीका में नो अक के 
आधार पर गणित की शुद्धता के परीक्षण के लिए किसी प्राचीन लेखक जीवदत्त 
(बीजदत्त ?) का निम्नलिखित नियम उद्धुत किया गया हे। 

“गुण्प और गुणक (दोनो को अलग-अलग) € से भाग देने पर जो शेष आदें, 
उनके गृुणनफल को € से भाग दो। यदि उपलब्ध शेष, गृण्य और गृणक के 
घात को € से भाग देने से प्राप्त शेष के तुल्य हो तोगणित को शुद्ध कहना चाहिए।” 
देखिए, करणकुतूहल, (माधव ज्ञास्त्री द्वारा सपादित, बम्बई १६०१), अध्याय १. 
इलोक ७ पर सुमति हे की टीका, सूर्यसिद्धान्त पर भूधर की दीका। 

१एफ० वेपके, जर्नेछ एशियाटिक (६), जिलल्‍द १, १८६३ पृ० ५०० आदि। 

१ देश्विए, डेलाम्बर, हिस्द्री डे ल ऐस्ट्रानमी ऐन्पियन, जिल्द १, पेरिस, १८१७, 
पृ० ५१८ आदि। 

3 देखिए बी० दत्त, जर्नल एथियाटिक सोसाइटी आँव वगाल जिल्द श३े 
१६२७, पृ० २६०५॥ 


भिन्न श्ज्श्‌ 


का हैं। वेहाउद्दोन! (ल० १६०० ई०) ने नौ से भाग देकर गाणितिक क्रियाओं 
की परीक्षा का जो नियम दिया हैं उसी प्रकार का है जेसा कि आयेभट द्वितीय का। 


११ भिन्न 
प्रारम्भिक प्रयोग 


भारतवर्ष में भिन्नो का ज्ञान बहुत प्राचीन काल से मिलता है। प्राचीनतम 
ग्रथ ऋग्वेद में ६ (अधे) और छू (त्रिपाद ) भिन्नो का प्रयोग किया गया है। मैत्रा- 
यणी-सहिता' मे एक स्थान पर र६ (कला ), ए॑२ (कुष्ठ), 2 (शफ), और & (पाद) 
भिन्नो की चर्चा आयी हैं। गणित के प्राचीनतम ज्ञात ग्रथ, शुल्व सूत्र, मे भिन्नो का 
केवल कथन ही नही वल्कि प्रश्नों के न्यास और करण मे प्रयोग भी किया गया है।* 

लोगों का कथन है कि मिस्र और बाबुल के प्राचीन निवासियों ने एक अश- 
वाली भिन्नो का प्रयोग किया था, परन्तु ऐसा कोई भी प्रमाण नहीं मिलता जिससे 
सिद्ध हो सके कि उन लोगो ने यौगिक भिन्नो का प्रयोग किया था। यौगिक भिन्न 
का सबसे प्राचीन लात उदाहरण ऋग्वेद में मिलनेवाली भिन्न $ हैं। सस्क्ृत 
के 'त्रिपाद! शब्द का अथ तीन पद" हैं। परन्तु जब इसका प्रयोग अक के 
जथ में किया जाता है तब यह भिन्न, किसी वस्तु के उस भाग को सूचित करता है 
जिसका पूण वस्तु से वही जनपात होता है जो चतुप्पद के तीन पैरो का उसके चार 
पैरो से होता हैं। तथापि पाद शब्द एक णब्दाक है जो भिन्न $ को सूचित करता हैं 
और त्रिपाद दाब्द की व्यत्पत्ति ठीक उसी प्रकार हुई है जिस प्रकार अगरेजी के 
धब्द 'थी फोवस' की । श्त्व ग्रथो मे एक अदवाली भिन्नो को सूचित करने के लिए 
थप्र-गचक घब्द के साथ 'साग' जथवा 'अद्य' धब्द का प्रयोग जिया गया है , उदाह रणत 
पचदणश-भाग वा जथ है इक्ना सप्तभाग का अर्थ है , इत्यादि। भाग अथया 


के 


'खोलासात अल-हिसाब ए० सारे छृत प्रासीत्ती अनुदाद, न्‍्यू० अनाहस 
मयेमेटिव, जिलद ५, श्यर्ट६, पृ० २६३। 

 परखेंद, १० ६० ४। 

३ ७७। 

*दो० दत्त, शल्द, पृ० २१२ जादि। 

" त्रि--तीन, ओर पादज-चनुर्धाण । 

 आपस्समण शल्य, १०७ ३, वात्यायन शाद ४ ८। 


५ सात्यायद न गायक #“्चट,( 
वात्यायन शल्य, ६४॥ 


१७६ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


अश के साथ क्रमसूचक सख्याओ का प्रयोग भी बहुतायत से मिलता है , उदाहरणत., 
पचमभाग का अर्थ हूँ &है।' कभी-कभी, सभवत, छद की सुविधा के लिए, भाग 
शब्द की उपेक्षा कर दी जाती हैं।' है और है यौगिक भिन्नो को क्रमश त्रि-अप्टम 
(अ्यष्टम) और द्वि-सप्त से व्यजित किया गया है । वक्षालो हस्तलिपि में | को 
ज्यष्ट से और ३६ को त्रयस्थ्यष्ट से सूचित किया गया है।' उपर्युक्त सिद्धान्त के 
आधार पर बने हुए भिन्न-सूचक शब्द परवर्ती ग्रथो में इतनी प्रचुर मात्रा में मिलते 
है कि उनको यहाँ उदाहृत करने की कोई आवश्यकता नही हैं। अतएव भिन्नो 
को व्यजित करने की आधुनिक रीति हिन्दू ख्रोतो के आधार पर व्युत्पन्न हुई है और 
इसके चिह्न ३००० ई० पू० तक दृष्टिगोचर होते है। 


नाप गौर तो 


भिन्नात्मक राशियो के प्रयोग से बचने के लिए मभी सम्य देशो में छवाई, तौल 
और मुद्रा इत्यादि की इकाइयो को छोटी इकाइयो में विभाजित करने की सामान्य 
प्रथा है। इससे वाणिज्य की प्रगति तथा वाणिज्य संबंधी गणित की उदच्चति 
का पता चलता है। हिन्दुओ ने नाप और तौछ की पद्धतियो का प्रयोग प्राचीनतम 
काल से किया हैं। शतपथ ब्राह्मण (ल० २००० ई० पू०) में काल-विभाग 
का अत्यत सूक्ष्म वर्णन मिलता हैं। इसके अनुसार एक दिन में ३० मुहूर्त होते है, एक 
मुहूर्त में १५ क्षिप्र होते है, एक क्षिप्र मे १५ एतहिं होते है, १ एतहि में १५ इदानी 
होती है, और १ इदानी में १५ प्राण होते है। इस प्रकार एक प्राण का मान लगभग 
शँछ सेकेंड के बरावर हुआ। प्राचीन हिन्दुओ के पास समय के इतने सूक्ष्म विभागों 
को नापने के उपकरण होने की सभावना नहीं है। ये विभाग पूर्णतया सैद्धान्तिक 
है और इनका विकास दाशनिक कारणों से हुआ। तथापि इससे प्रकट होता है 
कि प्राचीन काल में ही हिन्दुओ के पास भिन्न संबन्धी सतोपजनक अकगणित अवश्य 


! आपस्तम्व शुल्ब, € ७; १० २, कात्यायन शुल्व, ५६॥ 

२१ अशवाली भिज्नो में केवल हर का हो कथन किया गया है। यह प्रथा 
बाद के ग्रथों में भी सामान्यरूप से मिलतो हैं, उदाहरणार्थ, लीलावती, पृ० ७, 
में षष्ठ-त्ई। 

* वक्षाली हस्तलिपि पत्र १०(ब)। 

“१२ ३२ १। 


भिन्न १७७ 


रहा होगा। कौटिल्य के अर्थगास्त्र' में एक प्रकरण ऐसा है जिसमे चौथी झताव्दी 
ई० पू० में भारतवपं में प्रयोग की जानेवाली नापो और तौलो का विवरण दिया 
गया है। ललितविस्तर में बताया गया है कि दृढ़ ने निम्नलिखित रेखा मापो 
का उपदेण किया धथ्ण। 


७ परमाण-रज 55 ९१ रेणु 

७ रेणू चनः. ९ ब्रूटि 

७ त्रुटि 5. ? वातायन-रज 

७ वातायन-रज 5". १ शबच-रज 

७ गण-रज उ- १ एडक-रज 

७ एडक-रज 5-5 ९ गोरज 

७ गोरज झा ३१ लिला-रज 

७ लिक्षारज -5 १ सर्पप 

७ सपप न्‍ू. १ यव 

& यव व्ू १ अगुली-पर्व 

१२ अगूली पर्व 55 ९१ वितस्ति 

२ वितस्ति 5 £ हस्त 

४ हस्त चल १ धन 
१००० धन न्‍ू १ फ्रोश 

४ क्रोण सा £ योजन 


उपयुंवत सारिणी के! अनुसार, लम्बाई की सबप छोटी हरित माप एक परमाणुँै 
है जो १६४७७" इच ले बराजर हूँ। 


पाटीगणिव-विपयवा सब ग्रप, उन उन ग्रधों में पयवत नाप जौर तौल की 
प्रिभाषाओं से आरम्भ होते है। पहले के प्रधो में वाटीसवर्गन नामक एक 


' दि अयशारत आंँव वॉटिलत्य शार० झ्ञाम शास्त्री द्वारा सपादित, बगलोौर, १६१६ 

+ ललित विस्तर आर० मित्र द्वारा सपादित, कलकत्ता, श्०य७9८, प० 
५ध्प हु 

सपने छोटे वव्याण को परमाण कहते ६। जताव हिन्दतों के मत से 
एवं छा घ्यास ६३६७७ होता हूँ। 

दे 


श्छ्८ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


विद्येप विपय मिलता हँ । यह ध्यान देने योग्य हूँ कि भिन्न-भिन्न ग्रथो में 
वर्णित नाप और तौर की इकाइयाँ एक दूसरे से भिन्न है। ये वे इकाइयाँ है 
जो ग्रथ रचे जाने के समय उस स्थान मे प्रचलित थरी जहाँ ग्रथ लिखा 
गया था। 


परिभाषा 

भिन्न बब्द का गाब्दिक अर्थ हूँ दूटा हआ!। यूरोपीय शब्द 'फ्रैक्टिओं, 
'फ्रैक्शन', 'राउप्ट', 'रोटो' और 'रोक्टो' इत्यादि 'भिन्न' जब्द के अनुवाद है, जो 
कि लेटिन शब्द 'फ्रैक्टस' (फ्रैन्जिएर) अथवा रुप्टम/ (अर्थ टूटा हुआ) से 
व्युत्पन्न किये गये है । हिन्दू शब्द भिन्न का अधिक व्यापक अर्थ हैं क्योंकि 


कि! 5! (45 के व 
ब-द/, (बे द/, (बद ब/ ता (अ+ न) 


स्वरूप इसमे सम्मिलित है। इन स्वरूपो को 'जाति' कहते है और हिल्‍्दू ग्रथो मे 
इनको सरल करने की विशेष विधियाँ मिलती है । श्रीवर और महावीर ने छ प्रकार 
की जातियो का वर्णन किया है, जबकि ब्रह्मग॒प्त ने केवल पॉच जातियों की, 
तथा भास्कर द्वितीय ने, स्कन्दसेन का अनुसरण करके, केवल चार जातियो की 
कल्पना की है। भिन्नो को जातियों में विभाजन करने की आवश्यकता इसलिए 
पड़ी कि गाणितिक परिकर्मों को सूचित करने के लिए उनके पास उपयुक्त चिह्न 
नही थे। हिन्दुओं ने केवल एक ही ऐसे चिह्न का प्रयोग किया हे, और वट चिह्न 
हैं ऋणयूचक विन्दु।* 

! भिन्नः के अर्थ में भाग! और अश्' शब्दों का भी प्रयोग किया गया है। 
'कला' शब्द जो वैदिक काल मे २६. के लिए प्रयुकत किया जाता था, बाद मे भिन्न 
का पर्याय माना जाने लगा। भिन्न के अर्थ में इसका प्रयोग सर्वश्रवम गुत्व- 
ग्रथो में हुआ है। 


! बलली-पवर्णन से तात्पर्य ऐसी क्रिया से हें जो रुपया, आना, पाई को रपये 
चनाने में प्रयुकुत की जाती हैं। वल्लीसबर्णन की विधि त्रिशतिका (पृ० १२) 
और गणिततिलक (पृ० ३६) में मिलती है। बाद के ग्रथों में इस विधि का 
वर्णन नहीं है। 

२ जो साधारणतया घटाये जानेबवाले अक के ऊपर लिखा जाता था। 
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सिन्नो का लेखन 

अत्यन्त प्राचीन काल से ही हिन्द लोग भिन्नो को उसी प्रकार से लिखते आ 
रहे हैँ, जैसे आजकल हम लोग लिखते है, परन्तु वे अणथ और हर को विभाजित 
करने वाली रेखा का व्यवहार नही करते थे। जब कभी एक ही प्रइन में बहुत 
सी भिन्ने होती थी, तबवे उन्हे ऊर्ध्वांधर और भक्षैंतिज रेखाओ द्वारा अलग कर 
देते थे। भिन्नो को लिखने की हिन्दू रीति के उदाहरण आगे दिये गये हे । 
भिन्नो का अपवर्तंन 

गाणितिक परिकर्म करने के पूर्व भिन्नो को अपवर्तित करना आवश्यक समझा 
जाता था। परतु अपवर्तेन की क्रिया को परिकर्म नहीं माना जाता था। 
यह क्रिया गणित को पुस्तकों में नहीं मिलती, परन्तु सम्भवत मौखिक 
रूप से इसका उपदेण किया जाता था। इसमें सदेह नही कि ईसा की प्रारम्भिक 
गताब्दियों से ही यह नियम प्रचलित था, क्योकि उमास्वातिक्ृत तत्वार्था- 
विगमसूत्र-भाष्य” में एक स्थान पर दाण्येनिक विवेचन की व्यास्या करते 
समय दृष्टान्त रूप से इसकी चर्चा की गयी है 

“अथवा, जिस प्रकार, भिन्नो को सरल करते समय, कुणशर् गणितज्न द्वारा 
अण और हर का पवर्तन कर देने पर भी भिन्न के मान में कोई अन्तर नहीं 
पडता, उसी प्रकार । 
भिप्नो का समच्छेदीकरण' ('समहर करना ) 

समच्छेदीकएण की आवशध्यवाता तव पदती है जब भिन्नो को जोडना या घटाना 
होता है। इस क्रिय्य का विशेष महत्त्व प्रदान जिप्रा गया है और साधा रणतया 
इसे सवालित और व्यवयालित के परिकर्मो के पाथ-साथ बताया जाता है। ब्रह्मा 
गृप्त' ने संकलित और व्यवकलित के परिवर्मो वे साथ-साथ समच्छेदीर रण की 
विधि वा निगरन प्रवार से वपन विया हैं 

' प्रत्शेक (भिद्ात्मक) राटि दे जग जौर हर को जन्‍्य (निन्नात्मम) राशि 
के छेद मे गुणा वरो, तो वे दोनों (राटियाँ) समहर हो जायेंगी। यदि उनयों 


१५ ५०५। 


॥ हर 


+ 


हर 


समच्देदीवरण दे अन्य पर्याथ ६--झलासदर्णन, सदन, मोर समन्‍टेद- 
द्विघि। 
 दाराजपर-शियन्त प०७ ६६। 
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जोडना हो तो उनके अब्यो को जोड दो, यदि घटाना हो तो उनके अज्यो को 
घटा दो।” 

श्रीधर का कथन हैं | 

/(भिन्नो को) समच्छेद करने के लिए प्रत्येक (भिन्न) के अण और हर को 

अन्य (भिन्नो की ) हरो से गुणा कर दो ।” 

अन्य ग्रथो मे भी यह नियम मिलता है। 
मिश्र भिन्न 

यह बतलाया जा चका हूँ कि परिकर्म-सूचक चिह्नो के अभाव के कारण हिन्दू 
गणितज्ञो ने भिन्नो को ४ जातियो में विभक्‍त किया हैँ | वे जातियाँ निम्नलिखित 
हूँ 


(६१) भागजाति"*, अर्थात्‌ निम्न स्वरूप की भिन्ने (बह कि ५ ) 


छ 


जिसको लिखने की हिन्दू रीति यह है 

| अथवा | 
ब|द|छ ब|द|छ 

यहां विन्द्रु (*) ऋणसूचक चिह्न है। 

(२) प्रभाग-जाति', अर्थात्‌ निम्न स्वरूप की भिन्ने 


के का हे का हे का 
व ध द्‌ छ 


जिसे लिखने की हिन्दू रीति यह है 
पल 5 
ब|द|छ 


' त्रिशतिका, पृ० १०। के महोदय का अनुवाद अशुद्ध है 

+ ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, पृू० १७५, त्रिशतिका, पृ० १०, गणित-सार-सग्रह, 
पृ० ३३ (इलोक ५५, ५६), महासिद्धान्त पृ० १४६, लीलावती, १प०६॥। 
७ त्रिज्ञतिका, पृ० १०, गणित-्सार-सग्रह, पृ० ३६ (इलोक ६६), महानिद्वात्त, 
पृ० १४६, लीलावती, पृ० ६। 
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(३) भागान्‌बन्धजाति', अर्थात्‌ निम्न स्वरुपो की भिन्ने 


(१) क्र 


५४ हा 


पप द्‌ प प द क्रो ते हम 
्ु न कि जी नल कटी हक जा दीन 
(३२) क्ष+ क्र [ +छ्ध का: । 


फझफ सम/ थ 
जिन्हे लिखने की हिन्दू रीति यह हैं 

(अ) | (ब) | 

ब फ 

ह। द्‌ 

स 

त्त 

थ 





ध य म ी 
(व) का फ मर (क-क्ान् 3 7३ 
जिन्हे लिखने की हिन्दू रीति यह हैं -- 
(अ) | अ (व) 
च 
स 





' जिशतिवा पृ० १०, गणित-सासन्सम्ह पृ० ४? 
महाततितान्त पु० १४८, लोलादवठी प्‌०७। 

' एन स्वर॒पों थो घमश सरण्नागानुदन्प जोर भागभाएनदन्ग सज्ञाएं दी गयी है । 

के दाह्मन्फूट-मिद्वाल्त पु« १६७६, री प् प 


(इतोक ११३); 


7 





शत सारनमप्ह्र पृ० ४5 (इलोझ 
१६५) » गेतानिगान्त पृ० १४८, रीरादती प० _। 

॥ स्व्स्प पु ड् 

घ्क्तस ॥ हे चूमरा फाक्षारत ह्ट्ाउनि 5 


रे भाएनाए एउवाट़ सज्ञाएं दी गयो हू । 
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श्रीवर और महावीर तथा कुछ अन्य गणितजो ने उपर्युक्त जातियो के अति- 
दिक्‍त निम्नलिखित दो जातियाँ और दी हँ-- 
(५) भाग-भाग-जाति', अर्थात्‌ निम्न स्वरूप की भिन्ने . 
[ मी |) अथवा ( का ;) 
स फस 


भाग के परिकर्म को प्रदर्शित करने का कोई चिह्न न होने के कारण, इन 
भिन्नो को भी भागानुबन्ध-जाति की भिन्नो की भाँति ही लिखते थे, 


यथा ञअ अथवा ८ 
बे फ 

स कक 
जा स 


भाग इत्यादि क्रियाओ का ज्ञान प्रब्न से विदित किया जाता था, उदाहरणत', 
१-ह को पड़भागभाग' द्वारा सूचित करते थे, जिसका अर्थ है, भाग-माग का 
छठवाँ भांग! अथवा “है द्वारा विभाजित ।” 


(६) भागमातृ-जाति', अर्थात्‌ उपर्युक्त स्वरूपो के मिश्रण से उत्पन्न भिन्ने। 
महावीर ने लिखा है कि ऐसी भिन्ने २६ प्रकार की हो सकती है ।' श्रीवर ने 
इस जाति के अन्तर्गत निम्नलिखित उदाहरण दिया हैं” 


॥ 

 त्रिशतिका, पृ० ११, गणित-सार-सग्रह पृ० ३६ (इलोक ६६)। 

* क्रेबल वक्षाल्वा हस्तलिपि में भाग दी जानेवालो राशि के बाद भागसुचक 
भा! अक्षर लिख दिया गया हूँ। 

* देखिए त्रिशतिका, पु० ११॥ 

* गणित-सार-सग्रह पृ० ४१ (इलोक ११२) में २-४ को सूचित करने के लिए 
“त्रिपादभकक्‍त द्विकम्‌! का प्रयोग किया गया हें। 

५ त्रिशतिका, पृू० १२, गणित-सार-सग्रह, पू० ४४ (इलोक १३८)। 

5 महावीर में भिन्न को केवल ५ प्रमुख जातियो को कल्पना की हैं, अतएव 
उनके अनुसार निम्न प्रकार की सिश्र भिन्नो की सस्या 

"तन सन से, स, २६ 

है 

* त्रिशतिका, प० १२। 
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आधा, चौथाई का चौथाई, त्रिभागभाग, अपने आधे से युक्त आधा, 
और अपने आधे से रहित तृतीयाण को जोडने पर वया त्रन होगा ? ” 
आधुनिक सकेत में इसे इस प्रकार लिखा जायगा 
+ ($ का $)+ (१-३$)+ ($+$ का $)+ ($-$ का ६) 
प्राचीन हिन्दू पद्ठति के अनुसार यह इस प्रकार लिखा जाता था 
नर 





२ ४। ४ || १६ २।६४३ 
है १ १ 
२।|२ 


हिन्दू सकेत का अवगण स्पष्ट हँ, क्योकि ! | प । की कर 
४ ड 


को १३ भी पढ सकते हैं । अतएवं सकेत का यथार्थ अर्थ प्रघ्न के सदर्भ से 
ही जाना जा पक्रत हैं । 


| शत 5 0 | 


पहली दो जातियो की सिन्नो को सरल करने के नियम वही है जो भिन्नो को 
जोहने, घटाने और गणा करने के होते हैं। तीसरी और चौथी जातियो को 
सरल बारने के निय्रम ब्रह्मग॒ुप्त ने एक साथ दिया हैं 

“(नीचे के) छेद से (ऊपरवादे) छेद को गणा करो, तथा अपने अश से 
यूवत जथवा हीन (नीचेबाले) छेद पे ऊपरवादे जन झो गणा करो।!! 

कवर ने भागानवर्तध जाति की निशा जा थाएणा ररने के लिए निम्न 
नियम दिया हू 


ि चर ८ बढ 8 ेफ कक 
| हाद्वा रपट सिलानत पृ० ७६। जअ२ के सदृश निन्नों को सरल करने 


श्यि 


पघो विधि जअन्यत (पृ० ६७छक्%१त) दो गई ६। 


द_ भे के लिए £ 
विशतिया प७० ६$०। नियम (१) हक कर निन्नो के जिए ;४ तथा 
नियम (६) निम्त प्वार यो निद्तो के लिए ह# 
अजभ से छः सर कक 
न जा का को, [६- कगी। इन 
२-२ दर द्व व न ग़र 


श्छड हिन्दू गणित-भास्त्र का इतिहास 


(१) सभागानुबन्ब-जाति में पूर्णक तथा छेद के गुणनफल में अछ को 
जोडना चाहिए।” 

(२) ऊपर के छेद को नीचे के छेद से गुणा करो, और ऊपर के अश को, 
अपने भद्य से युत (नीचे के) छेद से गुणा करो।” 

अन्य लेखको ने भी इसी प्रकार के नियम दिये हैं । 

निम्नलिखित उदाहरण! से सरल करने की क्रिया का स्पष्टीकरण हो 
जायगा। 
उदाहरण । ३५+ ३३ का औै+ (१६११-३४ का $ै) का ३-+-ई--$ का |. 

+(4+$ का ३) का $ 

इसको निम्न प्रकार से लिखते थे -- 





सबसे ऊपर के कोष्ठ में नियम (१) का प्रयोग करने पर, तथा नीचे के' 
कोष्ठो मे, अज्ो में हरो को जोडने पर, निम्नलिखित की प्राप्ति होती हैं 





अब नियमानुसार गुणन की क्रिया करने पर, अर्थात्‌ सवसे ऊपर के कोष्ठ 
के हर को नीचे के सत्र हरो से, तथा अञ्य को नीचे के|अश्ोसे गुणा करने पर 
निम्नलिखित की प्राप्ति होती हैँ 
४५9) 8--3898 और ३०८३८ ३-३६ 


* त्रिशतिका, पृ० ११॥ 


भिन्न श्ध्प्र 





अर्थात्‌ 
र्८० २०6 
४८ ०.4 
समच्छेद करने पर निम्नलिखित मिलता हें 
ओम ४० 
८ ४८ 





योग करने पर 3££ अर्थात्‌ "(६ मिलता है, और यही इप्टफल हूँ । 

भागापवाह का नियम पाटीगणित के सब ग्रथों में मिलता हे। यह भागा- 
नुवन्ध के नियम के समान ही हूँ, अन्तर केवल इतना हैँ कि इसमे जोइने के 
स्थान पर घटाना पडता हैं । 
निरद्ध ( अर्थात्‌ लघृतम समापवत्यं ) 

महावीर' पहले हिन्दू गणितन्न थे जिन्होने क्रिया के लाघवार्थ निरुद्ध की कल्पना 

घो। उन्होंने निरुद्ध की निम्न परिभाषा दी है +- 

“छेदो के महत्तम समापवतक और (उससे भाग देने पर प्राप्त) लब्बियो 
वा गुणनफल निरुद्द कहलाता हैं।! 

भिन्नो का समच्छेद करने के लिए उनका नियम इस प्रकार हूँ 

/ निरुद्ध को हर से भाग देकर जो लब्धि प्राप्त हो उससे हर और अण 
दोनो को गुणा करो। (ऐसा करने से सब भिनो का) एक हर हो जायगा।” 

भास्वार द्ितीयाँ ने निरद्ध की चर्चा नहीं की है परन्तु यह कहा है कि क्रिया 
का लाघव किया जा सकता हैं। उनवा काघन हें 

“बड्धिमान्‌ (गणक) को चाहिए कि (प्रस्येव भिन्न बे) हर और अथ को 
घूसरे (भिन्न) के अपवर्तित हर से गुणा बरे।' 
परिकर्माप्टद 

सिययो »े परिवम सारतवप में बहत प्राचीन काट से ज्ञात थे, उनका सरल 
बरने वी वही पति री जो शाजकल प्रचलित है । टरशपि आपनट प्रवंग ने सरट 


' गणित साग्-स हि 

गाएत्‌ सास-सपह्‌ प्‌० ह३ 
दर 

गाण 4९ ्ि एठल इझइ 
ही 


0 व कं 
त्ादद्ञा प८ ६। 


हुआ 
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परिकर्मो का उल्लेख नही किया हैं, तो भी यह दिखाने के प्रमाण है कि किसी भिन्न 
से भाग करने में उसे उलट देने का नियम वे जानते थे। भिन्नों के सब्र परिकर्म 
बक्षाली हस्तलिपि में मिलते हूँ! 


सकलित ओर व्यवकलित 

इन परिकर्मों को करने के पहले भिन्नो का समच्छेद करते थे। श्रीवर का 
कथन हैं ' 

“भिन्नो का समच्छेद करके उनके अज्ो को जोड छो। पूर्णांकर का हर एक 
होता हैं ।” 

ब्रह्मगृप्त और महावीर ने इस नियम को भाग-जाति के अन्तर्गत दिया है । 
महावीर ने सकलित के अन्तर्गंत चयश्रेढी (अर्थात्‌ समान्तर श्रेढ़ी) और गुणश्रेढ़ी 
के योग करने के नियम दिये है, और इस बात में वे अन्य लेखकों से भिन्न है ।* 
बाद के लेखको ने श्रीधर का अनुकरण किया है। 
गुणन 

ब्रह्मगुप्त कहते है ' 

“अञ्यो के गुणनफल को हरो के गुणनफल से भाग देना ही दो अथवा अधिक 
भिन्नो का गुणन हैं।' 

अन्य लेखको के नियम भी ब्रह्मगुप्त के नियम के अनुरूप हे । परन्तु महावीर 
ने क्रिया-लाएव की दृष्टि से वज्मापवर्तत विधि का भी उत्लेख किया हूँ. 

“भिन्नों का गुणन करने में, पहले यदि सभव हो तो वज्वापवर्तन' कर 
लेने के बाद, अशों को अजो से और हरो को हरो से गुणा करना चाहिए ।” 


 त्रिशतिका, पू० ७। 
* देखिए गणित-सार सग्रह, पृ० २८ (इलोक २२) आदि। 
* ब्राह्म-स्फट-सिद्धान्ते, पु० १७३॥। 
* गणित-सास्-सग्रह, पृ० २४५ (इलोक २)। 
५ बज्यापवर्तन-विधि के अनुसार 
१४ २ 


६3253 दि कट 
्े व ष्छु कल है कर | १ ॥ 


१४ ४२ 
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भाग 
आय॑ंभटीय में यद्वपि प्रारम्भिक परिकर्मो की चर्चा नही हूँ तो भी त्रैराशिक 
के नियम के अन्तर्गत भिन्न के भाग करने की विधि का सकेत हैं। त्रेराशिक मे 
इच्छा-फल के लिए निम्नलिखित सूत्र है 
फल> इच्छा 
प्रमाण 
जब ये राणियाँ भिन्नात्मक होती हैँ तब हमे इस प्रकार का इच्छाफल 
मिलता हूँ 


इच्छाफल-- 


| 
&॥ | 8 


२५८ 





क 
ख 
जिसका सरल करने के लिए आयंभट ने निम्न नियम दिया है 
“गृूणकार और भागहार (के अजो) को एक दूसरे के हरो से गृणा करना 
चाहिए ।” 
जैसा आगे चलकर बतलाया जायगा, उपर्युक्त राशिय्रो को निम्न प्रकार से 
लिसते हूँ 
जज का 
व स्व 








सर 


दर 


जात 


हरो वग पक्ष परिवतन वारने पर हमें मिलता हूं 


ञ ने 
र्वे वर 
त द्व 


बच जयन 
20 0 5 
वाद 





णायत होता है । 


१ णशय हींग ५ रु ० ट गु  ब्घ का 

शय हटीव ए० ४३। पच्मेह्दर की टीका के उाशध्य होने का कारण 
पहरे बे ज्सकों को छुल हम सा हो शया है। देतो कलाज पु० ८०) और 
सनग॒प्त (१० ६५)॥ 
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आर्यभटीय का उपर्युवतत नियम टीकाकार सूर्यदेव और भास्कर प्रथम 
द्वारा दी गई व्याख्या के आवार पर हैँ। सूर्यदेव का कथन है 

“यहाँ पर गुणकार' का अर्थ हे गुणक और गुण्य, अर्थात्‌ फल और इच्छा- 
राशियों को आपस में गुणा करना चाहिए। भागहार' का अर्थ है प्रमाण- 
राशि। फल और इच्छा के हरो को प्रमाण के साथ लिया गया है । और 
प्रमाण के हर को फल और इच्छा के' साथ लिया गया है। इनको गृणा करने 
पर, अर्थात्‌ फल और इच्छा ( के अग्यो ) तथा इस हर को, और उसे (अर्थात्‌ 
उस गुणनफल को ) प्रमाण के साथ स्थित अको (के गृुगनफलछ) से भाग देने पर, 
जो आता है वही इष्ट भिन्नो का भागफल होता हैं ।” 

ब्रह्मगुप्त' ने भाग करने की रीति को इस प्रकार दिया हूँ 

“भागहार के अभ और हर का परस्पर स्थान परिवर्तन करने के वाद, भाज्य 
के अश को (भागहार के नये) अथ से और भाज्य के हर को (भागहार के नये ) 
हर से गुणा करो, इस प्रकार दो सर्वागत भिन्नो का भाग किया जाता है ।” 

श्रीवरो ने गुणन की विधि के साथ-साथ निम्न नियम भी जोड़ दिया है * 

“भागहार के अश और हरो के परस्पर स्थान-परिवर्तन करने के बाद पूर्व॑- 
चत्‌ क्रिया, अर्थात्‌ गुणन, करना चाहिए। 

महावीर' ने उसी नियम को इस प्रकार व्यक्त किया हैँ 

“भागहार' के अश को उसका हर (और हर को अश ) मानकर, वहीं क्रिया 
करनी चाहिए जो गुणन के' लिए कही गई है ।” 

“अथवा', भागहार और भाज्य (के अशो) को एक दुसरे के हरो से गुणा कर 
देने पर जब (दोनो) गुणनफल छेद रहित हो जायें, तब वह क्रिया करनी चाहिए 
जो पूर्ण सख्याओ' का भाग करने में कही गई है।” 


* ब्राह्य-स्फूट-सिद्धान्त पु० १७३। 

* बत्रिशतिका पृ० ८) 

१ गणित-सासर-सग्रह पु० २६ (इलोक ८)। हि 

४ महावीर ने भागहार के लिए (प्रमाण राशि” शब्द का प्रयोग किया हैँ, 
जिससे इस नियम का त्रेराशिक से सम्बन्ध प्रदर्शित होता है। 

५ इस नियम का कथन आर्थभट के नियम के सदृश हैँ । 

* प्तल में सकल” शब्द का प्रयोग किया गया हें। 
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वर्ग और वर्गमूल 

प्रह्मगुप्त'' कहते हूँ 

“सवर्णित भिन्न के अश के वग को हर के वर्ग से भाग देने पर (भिन्न का) 
वर्ग हो जाता है ।” 

“सव्णित भिन्न के अथ के मूल को हर के मूल से भाग देने पर (भिन्न का) 
वगमूल हो जाता हैँ ।” 

अन्य ग्रन्थकारों ने भी यही नियम दिये हूँ । 
घन ओर घनमूल 

श्रीधर' ने निम्नलिखित नियम दिया हैं 

“अण के घन को हर के घन से भाग देन पर (भिन्न का) घन मिलता है, 
ओर अघ के घनमूल को हर के घनमूल से भाग देने पर (भिन्न का) घनमूल 
मिलता हूँ ।” 

अन्य लछेखको ने भी यही नियम दिये हूँ । 
एकाशक भिन्न 

महावीर ने किसी दी हुई भिन्न को एक से अविक एकाशक भिन्नो के जोड के 
रूप में परिवर्तित करने के बहुत से नियम दिये हू । ये नियम नारायण की गणित 
कौमुदी' को छोइकर अन्य किसी ग्रथ में नही मिलते, सभवत इसलिए कि वे 
महन्वहीन अथवा अनावश्यक समझे गये थे। 

(१) १ को 'न' एकाशक-भिन्नों के जोट के रूप में ब्यात करना । 

घ्सवेः लिये यह नियम हूँ ४ 

“बहुत सी एकाणद भिन्नो का योगफल १ होने पर उन भिम्नो की एर १ से 
भारग्म हाकर क्रमण ३ के अनृपात में बढ़ने वाली सरयाए होगी, जिनम से 
श्यम और अच्तिम हरे क्रमश २ और | से भी गृणित होगी। 

' द्राह्म-रफ्ट-सिद्धान्त, पृ० १७४। 

पिशतिवा, पृ० ६। 

' एशाशबा निछ दे हूँ जिनके झश में $ होता हैं। सस्कृत में इसके लिए 
पर पारिभादिवा शब्द नहों है। महादोर ने ऐसी निक्लो के लिए सपाशर 
राशि वा प्रयोग कया २। 


वा फ्द शोर सा न फि 
पाणत-सारनार पृ८ ३६ (इनक -०)॥ 
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वबीजत नियम यह है 
>> १ १ १ 
४ पाती व पी रेत. के वनेर्ता पी | देवर 

(२) ६ को एकाशक भिन्नो की विपम सब्या के जोड के रूप में व्यक्त करना । 

इसके लिए यह नियम बताया गया हैं '* 

“जब एकाशक भिन्नों का थोगफल १ होता हैं, तव उन (भिन्नो) की हें 
२ से आरम्भ होकर एक एक करके बढनेवाली सख्याये होती है, जो अपने आगे 
चाली ससया तथा ह से गुणित होती है।” 

अर्थात्‌ 


शक 


5 2 १ श्‌ १ 4 
१ ल्र्दहा वह झिकदु न ध्प््ा सा रन्- छा रज्ञ हु रह 
(३) किसी दी हुई एकाशक भिन्न को अनेक भिन्नो के योग के रूप में व्यजित 
करना, जबकि प्रत्येक के अभ दिये हुए है। 

इसके लिए निम्नलिखित नियम हैं * 

४ (कई भिन्नो का) योग एकाशक भिन्न होने पर, उस एकाशक भिन्न का हर 
पहली भिन्न का (आशिक ) हर होता हैं, उस (आशिक ) हर में अपने अग को 
जोड देने पर जो मिलता है वह दूसरी भिन्न का (आशिक) हर होता है (इत्यादि) । 
प्रत्येक (आशिक हर) को अगली (आशिक) हर से तथा अन्तिम (आशिक हर ) 
को अपने अश से गुणा करने पर (उन भिन्नो के वास्तविक हरो की प्राप्ति होती 


हैं) ! 
अर्थात 
थम 
जे जजय आा | ज्जाज्यआजए 
रे अर-! 
(न-अ,नी कऔअर-३) (नर्न-अ,ज +अर-२) 


अर 
हक जर (न--अ,न- -+-अर२-९) 


सणित-सार-सग्रह, पृ० ३६ (श्लोक ७७) । 
“ गणित-सार-्सग्रह, पृू० ३६ (इलोक ७८) । 


भिन्न १९१ 


यदि हम अ,"चअ,- चन्‍अरुर ले, तो सव भिन्ने एकाणक हो जायेगी। 
परन्तु यदि अ,, अ,, इत्यादि १ से भिन्न ली जायें तो आवश्यक नही है कि सव भिन्ने 
अपने लघ॒मूप में हो। 

(४) किसी दी हुई भिन्न को एकान्क भिन्नो के योग के रूप में व्यजित करना। 

इसके लिए यह नियम है 

“(दी हुई भिन्न के) हर में किसी ऐसी (कत्पित) सरपा को जोइ दो कि योग- 
फल को अपने अथ से भाग देने पर शेप न बच्चे। (इस प्रकार) भाग देने से प्राप्त 
लविथि पहडे भिन्न की हर है, और इस हर तथा दी हुई (भिन्न की) हर द्वारा 
भाग की हुई कल्पित सस्प्रा, शेप #। इस छोप पर से वहीं किया करने पर अन्य 
नियो की हरे प्राप्त होगी । 





न के गा जग5 फण 
मान लो कि दी हई भिन्न -- है। परद्दि ४' ऐसी सरपा हो कि कक द्ग 
् ग्वे क 


सग्य्रा “ के तूय है, ता उपयवत नियम के पनस्गर 


कर १ ड 
मि-पआ ने ननपड 
ग्व्‌ न्ः जज ग्ठ 


जिनमें से पहठी मित्र एप्ट एकाणक लिन है, जन्य एकाणक भिन्नों का ज्ञात करने 
के लिए दूसरी मिनर प" बही दिया करनी चाहिए । 
उपययत नियम के अनसार प्राप्त बी गयी चिन्न वत्यित समस्पाओ पर निर्भर रहगी। 
(५) पिसी डी 7ई एयाशया खिछ वो भा पा एयासाज भिम्ना येयाग के 
रूप मे ब्यजित वणनता। 
एसवे लाए निग्नलिखित शे नियम दिये पये £ 


१९० हिन्दू गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


वबीजत नियम यह हूँ 
9 
(८ रत व्‌ करण. + इननद +६ दुनार 
(२) १को एकाशक भिन्नो की विपम सल्या के जोड के रूप में व्यक्त करना । 
इसके लिए यह नियम बताया गया हैं ' 
“जब एकाशक भिन्नों का थोगफल १ होता है, तव उन (भिन्नो) की हरे 
२ से आरम्भ होकर एक एक करके बढनेवाली सस्याये होती है, जो अपने आगे 
चाली ससया तथा $ से गुणित होती है ।” 
अर्थात्‌ 
(उप हू पी एप न 
२३३ ३3४४३ ४५ (२१न-१) न ६ रन 
(३) किसी दी हुई एकाशक भिन्न को अनेक भिन्नों के योग के रूप में व्यजित 
करना, जबकि प्रत्येक के अज विये हुए हैं। 
इसके लिए निम्नलिखित नियम है 
“(कई भिन्नो का) योग एकाशक भिन्न होने पर, उस एकाणक भिन्न का हर 
पहली भिन्न का (आशिक) हर होता हैँ, उस (आशिक ) हर में अपने अभ को 
जोड देने पर जो मिलता है वह दूसरी भिन्न का (आशिक) हर होता है (इत्यादि) । 
प्रत्येक (आशिक हर) को अगली (आशिक) हर से तथा अन्तिम (आशिक हर) 
को अपने अजय से गणा करने पर (उन भिन्नो के वास्तविक हरो की प्राप्ति होती 
है) ।” 


अर्थात 
2 मलिक आम दी कील लिएात न कक कप 
न न(नन॑-भ,) हर (न--अ, ) ल्ग-अर्ज-अ,) 
अर-१ 
(न+-अ,ने +अर२) (नर्न-अ,न- +अर-२) 


अर 
3 अर (न+अ,ज- +-अर-) 


गणित-सार-सम्रह, १० ३६ (इलोक ७७) । 
गणित-सार-सग्रह, पृ० ३६ (इलोक ७८)। 


भिन्न १९१ 


यदि हम अ,८"अ,८ः ऋन्‍अरत-१ ले, तो सब भिन्नें एकाशक हो जायेंगी। 
परन्तु यदि अ,, अ,, इत्यादि १ से भिन्न ली जायें तो आवश्यक नही है कि सब भिन्न 
अपने लघुरुप में हो। 

(४) किसी दी हुई भिन्न को एकाजक भिन्नो के योग के रूप में व्यजित करना। 

इसके लिए यह नियम है 

“(दी हुई भिन्न के) हर मे किसी ऐसी (कल्पित) सख्या को जोड दो कि योग- 
फल को अपने अञ से भार देने पर शेप न बचे। (इस प्रकार) भाग देने से प्राप्त 
लब्धि पहले भिन्न की हर हैं, और इस हर तथा दी हुई (भिन्न की) हर द्वारा 
भाग की हुई कल्पित सख्या, शेप है। इस शेष पर से वही क्रिया करते पर अन्य 
भिन्नो की हरे प्राप्त होगी ।” 


मान लो कि दी हुई भिन्न -- है। यदि ६” ऐसी सख्या हो कि पक पूर्ण 
ख्‌ क्‌ 


सस्या 'र' के तुल्य है, तो उपर्युवत नियम के अनुसार 
के १ डर 
ख र रख 
जिनमें से पहली भिन्न इष्ट एकाशक भिन्न हैं, अन्य एकाशक भिन्नो को ज्ञात करने 
के लिए दूसरी भिन्न पर वही क्रिया करनी चाहिए। 
उपर्युक्त नियम के अनुसार प्राप्त की गयी भिन्नें कल्पित सख्याओ पर निर्भर रहेगी । 
(५) किसी दी हुई एकाशक भिन्न को दो अन्य एकाशक भिन्नों के योग के 
रूप में व्यजित करना। 
इसके लिए निम्नलिखित दो नियम दिये गये हैं 


“ (१) दी हुई भिन्न की हर को उपयूक्त' कल्पित सख्या से गुणा करने 
पर पहली (एकाशक) भिन्न का हर मिलता हैं, और उसे एकोन कल्पित संख्या 
से भाग करने पर दूसरी का (हर मिलता हैं)। अथवा (२) दी हुई भिन्न की 


 गणित-यार-सग्रह, पृ० ३७ (श्लोक ८०)। 

 गणित-सार-सग्रह, पृ० ३७ (इलोक ८५)। 

: कल्पित सख्या ऐसी होनो चाहिए कि एकोन कल्पित सख्या से दी हुई भिन्न 
के हर का निश्ेष भाग हो जाय। 


१९२ हिन्दू गणित-श्चास्त्र का इतिहास 


हर के (निश्ञेप) भाजक तथा प्राप्त छव्यि को (अलग अहूग) उनके योग से 
गुणा करने पर दोनो (एकाजक भिन्नो की) हरे प्राप्त होती है।” 

(६) किसी दी हुई भिन्न को दो अन्य भिन्नो के योग के रूप में व्यजित करना, 
जवकि उन दो भिन्नो के अथ दिये हुये है। 

इसके लिए यह नियम हैं ' 

“(पहली भिन्न के) अश को किसी उपयुक्त कल्पित सख्या से गुणा करके 
उस गुणनफल में दूसरी भिन्न के अथ को जोइ दो, और जोड की भिन्न के अश से 
निशेष भाग कर दो। लव्धि को कल्पित सख्या से भाग करो और (लब्बि- 
स्वस्प) जो आवे उसे जोड की भिन्न की हर से गुणा करो इस प्रकार जो 
मिलेगा वह (पहली भिन्न का) हर है। उसे कल्पित सख्या से गुणा करने पर जो 
मिलेगा वह दूसरी भिन्न का हर हैं।' 








अर्थात्‌ 
म्‌ पे कर हर ख्‌ 
वे ह सकल गा / के रात नें 
म्‌ र म्‌ र 
इसका एक विशिष्ट रूप यह हैं 
म क्‌ हि ख 
न॒ कनर+ख क नर+ख थ्र्न्न 
म म्‌ 


यदि (कन-ख) को म से भाग देने पर शेप न बचे । 

(७) किसी दी हुई भिन्न को भिन्नों की समसस्या के योग के रुप में व्यजित 
करना, जवकि उन भिन्नो के अश दिये हुये हैं। 

इसके लिए यह नियम है ' 

“दी हुई भिन्न को (पहले) उतनी एकाशक भिन्नो के योग के रूप म रक्‍्खो 
जितने कि इष्ट भिन्नों के जोड़े हैं। फिर उन एकाणक भिन्नों से दी हुई भिन्न 


* गणित-सार-सग्रह, पु० ३८५ (इलोफ ८७)॥। 
२ कल्पित सख्या ऐसी होनो चाहिए कि दोनों भाग निशेष हो। 
९ गणित-सार-सग्रह, पृ० रे८ (श्लोक ८६)। 


त्रराशिक १९३ 


को दो भिन्नो के योग मे रूपान्तरित करने की विधि से' इष्ट भिन्नो के हरो का 
साधन करो।” 


१२ त्रराशिक 
परिभाषा 


त्रैेराशिक शब्द ईसवी सन्‌ की प्रारम्भिक शताब्दियो से देखने में आता है। 
इसका प्रधोग वक्षाली हस्तलिपि,' आरयभटीय, तथा गणित के अन्य सभी ग्रयो में 
मिलता है । चैराशिक गढ्द का अय॑ हूँ 'तीत राशियाँ अर्थात तीन राशियों 
से सम्बन्ध रखनेवाला नियम'। इस छब्द की उत्पत्ति के सम्बन्ध में भास्कर 
प्रथम' ने कहा है. क्योकि इसमे (न्यास और करण के लिए) तीन राशियों 
की आवश्यकता पडती है, अतएव यह नियम त्रेराशिक (तीन राशियो का नियम ) 
कहलाता है। 

त्रैराशिक के प्रइन का स्वरूप निम्न प्रकार का होता हैं 

यदि प्र' में 'फ' मिलता है, तो 'इ' में क्या मिलेगा ? 

यहाँ पर तीन राशियाँ है प्र, फ' और 'इ'। हिन्दू गणितज्ञ प्र” को प्रमाण, 
'फ' को फल, और 'इ' को इच्छा कहते है। ये नाम हिन्दू गणित के सब ग्रथो 
में मिलते है। कभी कभी इन्हे 'प्रथम', 'द्वितीय/ और 'तृतीय' (राशि) भी कहा 
गया हैं। आयेभट द्वितीय की नसज्ञायें कुछ भिन्न है, क्योकि उन्होने प्र, फ 
ओर ६' को क्रमानुसार मान', विनिमय” और इच्छा” कहा है। सभी गणितज्ञो 
ने लिखा है कि प्रथम और तृतीय राशियाँ सदृश, अर्थात्‌ एक जाति की, होती हैं।” 
करण 

आर्यभट प्रथम ने त्रैराशिक के प्रश्नों को हल करने के लिए निम्नलिखित 
नियम दिया है 

“ब्रेराशिक (के प्रश्नों) में फलराशि को इच्छाराशि से गुणा करना चाहिए 


' स्थानाग सूत्र (ल० ३०० ई० पु०) में विषयो की गणना करने में राशि 
शब्द का प्रयोग आया है (देखिए सूत्र ७४७)। कफदाचित्‌ वहाँ पर इस शब्द से 
तराशिक, पचराशिक, सप्तराशिक इत्यादि से तात्पय है। 

अपने आयंभटीय-भाष्य सें। 

१३ 


१६४ हिन्द गणित-श्ास्त्र का इतिहास 


और प्राप्त गुणनफल को प्रमाणराशि से भाग देना चाहिए। इस प्रकार भाग 
करने से जो रूब्बि प्राप्त होती है वही इच्छाणल हैं ।”' 

“गुणक और भागहार के (अज्ो और) हरो को एक दूसरे से गुणा करना 
चाहिए ।” 

ब्रह्मगुप्त का नियम इस प्रकार हैँ 

“ब्रैराशिक मे प्रमाण, फल और इच्छा (नाम की तीन) राशियाँ होती है जिनमें 
से पहली और अतिम राशियाँ एक जाति की होती है। इच्छा को फल से गुणा करने 
पर और उस गरुणनफल को प्रमाण से भाग देने पर (इच्छा) फल मिलता है।”* 

श्रीधर कहते हैं 

४“ (त्रैराशिक की) तीन राथियो में से प्रमाण और इच्छा, जो एक जाति की 
हैं, आदि और अन्त की हूँ, फल राशि, जो अन्य जाति की है, मच्य की है। मध्य 
और अन्तिम के गुणनफल को आदि से भाग देना चाहिए।' 

महावीर लिखते हैं है 

“त्रेराशिक में जब इच्छा और प्रमाण एक जाति के होते है, तव फल और इच्छा 
के गुणनफल को प्रमाण से भाग करने पर इच्छाफल मिलता है।” 

आर्वभट द्वितीय की पारिभाषिक शब्दावली मे कुछ अन्तर है। उनका कथन हैं 

“पहली राशि को मान! कहते है, मव्य राशि को (विनिमय कहते है, और 
अन्तिम राशि को “इच्छा” कहते है। पहली और अतिम राशियाँ एक जाति की 
होती हैं। मध्य” राशि को “अन्तिर्मा राशि से गुणा करके गुणनफल को पहली 
राशि से भाग देने पर (इच्छा )फल मिलता है।” 

भास्कर द्वितीय, नारायण और अन्य लेखको द्वारा दिये गये नियम ब्रह्मगुप्त 
और श्रीपति के नियमो के अनुरूप हैं। 


! आयंभटीय, गणितपाद, आर्या २७ (पूर्वाध)। उदाहरण १ को देखिए 
जिसमें हरो का आपस में परिवर्तन किया गया है। पृ० १८५ आदि भी देखिए । 

* ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त, पृ० १७८। 

१ त्रिशतिका, पृ० १५। 

* गणित-सार-सग्रह, पृ० ५८ (२)। 

* महा-सिद्धान्त, पृ० १४६। 


तज्नराशिक १९५ 


नीचे हम श्रीधर की त्रिगतिका से दो उदाहरण उद्धृत कर रहे हैं जिनसे त्रराशिक 
की भारतीय करणविधि स्पष्ट हो जायगी 

उदाहरण १. यदि एक पल और एक कं चन्दन की लकडी १० पण में प्राप्त 
होती है, तो नौ पल और एक कर्ष (चन्दन की लकडी) कितने मे प्राप्त होगी ? 

यहाँ पर १ पल और १ कर्ष (-- १७ पल) प्रमाण है, १०३ पण फल है, और 
९ पल और एक कर्प (+- ९२ पल) इच्छा है। इन राशियो को निम्न प्रकार से 
लिखते है 
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भिन्नो का सवर्णन करने पर, हमें यह मिलता है 


हल 
४। २६ ४ 


द्वितीय और तृतीय राशियो को गुणा करने पर, और प्रथम राशि से भाग देने 
पर, हमें यह मिलता है 
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* त्रिगतिका, पृू० १५। 
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नही लिखा जाता था। गुणकों के हरो को भाजक की ओर और भाजक के हर को 
गुणकों की ओर स्थानान्तरित कर देते थे, और इस प्रकार तुरन्त ही 
२२१२४ +>% २७ 
प्ऋरजद 
मिल जाता था। 


उदाहरण २. आठ आठ मुक्ताओ वाले हारो में से छ छ मुक्ताओं वाले 
कितने हार बन सकते है ?' हि 

यहाँ पर पहले यह त्रराशिक हल करते है यदि १ हार मे ८ मुक्ता है तो 
२० हारो मे कितनी मुक्‍्ता होगी ? अतएवं इन राशियों को क्रम से इस प्रकार 


लिखते हैं 
[१ ८[२० | 
औराशिक का नियम लगाने पर, मुक्ताओ की सख्या १६० आती है। 
अब त्रैराजिक यह है यदि ६ मुक्ताओं का एक हार है, तो १६० मुक्ताओ 
में उस प्रकार के कितने हार होगे ” अत्तएव इन राशियो को क्रमानुसार इस प्रकार 
(लिखते हैं 





[६१ | १६० | 
त्रैराशिक का नियम लगाने पर, हारो की निम्न सस्या आती है हार २६, 
हाराश |[+>] 
ता 
व्यस्त न्रराशिक 


त्रैराशिक का नियम बतलाने के बाद हिन्दू लेखको ने लिखा है कि जब अनुपात 
व्यस्त हो तव त्रराशिक की क्रिया व्यस्त रीति से करती चाहिए। इस प्रकार 
श्रीघर लिखते हैं 

“त्रैराशिक व्यस्त होने पर मध्य-राशि को प्रथम राशि से गुणा करके अन्तिम 
राशि से भाग देना चाहिए।' 


* त्रिशतिका, पृ० १७॥ 
* त्रिशतिका, पृ० १८। 
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महावीर कहते है 
“व्यस्त (त्रैराशिक) मे विपरीत क्रिया करनी चाहिए |” 
भास्कर द्वितीय लिखते है 
“विलोम (त्रैराशिक) मे व्यस्त क्रिया करनी चाहिए।”' 
उन्होने यह भी लिखा है 
“जब इच्छा की वृद्धि होने पर फल का ह्वास हा तथा इच्छा के हास होने पर 
फल की वृद्धि हो, तव गणितकोविदों को समझना चाहिए कि त्रैराशिक व्यस्त है।”' 
“जीवित प्राणियों की उम्म्र से उनका मूल्य निर्दहरिण करने मे, सुवर्ण के वर्ण से 
तौल निर्द्धारण करने मे, तथा राशियो के भागीकरण में व्यस्त त्राराशिक होता है । 
त्रैराशिक के अन्तर्गत दिये हुये उदाहरण २ को व्यस्त त्रराशिक के नियम से 
भी हल किया गया हैं, यथा 
व्यास | 2 | २० | ६| । फल-- हार | २६ | ।” 


२ 
डरे 


यहाँ पर त्रराणिक व्यस्त है, क्योकि जब इच्छा राशि (अर्थात्‌ हार की मुक्ताओं 
की सख्या) वढती है, तव फल (अर्थात्‌ हारो की सख्या) घटती है। 
प्रेयाशिक की प्रशासा 

त्रेरथिक की सरलता तथा साधारण प्रश्नो मे उसके प्रयोग की व्यापकता के 
कारण हिन्दुओ ने इसकी अत्यधिक प्रशसा की है। हिन्दुओं द्वारा बनाया हुआ 
त्रेराशिक का नियम इतना सीधा है कि अपढ व्यक्ति भी प्रश्नो को हल करने 
में निडर होकर इसका प्रयोग कर सकते हैं। वराहमिहिर ने लिखा है 

“यदि सूर्य एक वर्ष में पृथ्वी की एक परिक्रमा करता है तो इष्ट दिनो में 


* गणित-सार-सग्र ह, पृ० ४८ (इलोफ २)॥। 
* छीलावती, पु० १७१ 
' लीलावती, पू० १७। 


* अनाज को राशियाँ, जो छोटे परिमाण से नापी जा चुकी है, पुन* बडे 


परिमाण से नापी जातो है, तब माप-सर्या घट जाती हें / (सुयेदास की टोका) 
* लीलावती, पु० १८१ 
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कितनी परिक्रमाएँ करेगा ”? इस प्रकार की सूर्य-सवन्धी गणना को क्या अनज्ञ 
व्यक्ति खडिया से रेखाएँ खीचकर नहीं कर सकता ?” 


भास्कर हितीय ने अपने ग्रथो में अनेकों स्थलों पर त्रराशिक के नियम की 
प्रशसा की है। उन्होने लिखा है 

“जिस प्रकार यह जगत्‌, जन्म-मरण के क्लेशो को हरने वाले तथा निखिल 
जगत्‌ की सृष्टि के एकमात्र कारण, भगवान्‌ श्रीनारायण के समस्त भुवन, भावन, 
पर्वेत, नदी, सुर, नर और असुर इत्यादिक भेदों से व्याप्त है, उसी प्रकार यह 
सम्पूर्ण गणित त्रराशिक से व्याप्त है।” 

“बीजगणित में अथवा यहाँ पर (अकगणित में) गृुणन और भाग की विधि 
से जो कुछ भी गणना की जाती हैं, उसे निर्मलबुद्धि वालो को त्राराशिक ही समझना 
चाहिए। प्रनज्ञ विद्वानों ने इसी के भिन्न भिन्न भेदों को सुगम करके तथा प्रकीर्णा- 
दिक नाम देकर जो कुछ रचना की है वह केवल हम लोगों के सदृभ मन्दवुद्धि 
वालो की बुद्धि को बढाने के हेतु हैं।' 

अन्य स्थान पर भास्कर द्वितीय कहते है 

“वर्ग, वर्गमूठल, घन और घनमूल के अतिरिक्त जो कुछ गणना की जाती है 
वह सब त्रैराशिक का भिन्न भिन्न रूप हैं, कोई दूसरी वस्तु नहीं।”' 
पश्चिम के देशो में त्रराशिक 

त्राराशिक सम्बन्धी हिन्दू नियमों के इतिहास से विदित होता है कि पश्चिम 
के लोग गणित के क्षेत्र में भारतवर्ष के कितने ऋणी हैं। त्राराशिक का नियम 
अरव तथा मध्यकालीन लेटिन लेखको के ग्रथो मे मिलता हैं। इन ग्रथो में 
भारतीय नाम त्रैराशिक' को ग्रहण किया गया हैं। यद्यपि राशियो के भार- 
तीय नामों का परित्याग किया गया है, तो भी राशियों को एक पक्ति 
में लिखने तथा उन्हे इस प्रकार क्रमबद्ध करने की परिपाटी का कि प्रथम 
और अतिम राशियाँ एक जाति की हो ग्रहण किया गया है। इस प्रकार डिग्गेंस 
(१५७२६०) कहते है कि “ अन्तिम सख्या को दूसरी से गुणा 


१ लीलावती, पू० ७६॥ 
' ३ (सैद्धान्त-शिरोमणि, गोलाध्याय, प्रइनाध्याय, ईलोक ४। 
१ स्मिथ (पूर्वोक्‍्त ग्रथ, पृ० ४८८) द्वारा उद्धृत। 
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करो और गुणनफल को पहली सख्या से भाग दो।/ _ “सख्याओ को स्थापन 
करने मे इस बात का ध्यान रखना चाहिए कि प्रथम और अतिम' सख्याएँ एक 
जाति की हो।” त्रराशिक का नियम, जैसा पहले कहा जा चुका है, ईसवी सन्‌ 
की प्रारम्भिक झताब्दियो में वता था। अरब में यह नियम सभवत आठवी 
शताब्दी में पहुँचा और वहाँ से इसका पदार्पण यूरोप में हुआ जहाँ पर इसकी 
अत्यधिक प्रशसा हुई और इसे स्वर्ण नियम की उपाधि से विभूषित किया गया । 


मिश्वानुपात 

मिश्नानुपात को भारतीय गणित मे, प्रश्न में प्रयुक्त राशियो की सख्या के 
अनुसार, पचराशिक, सप्तराशिक, नवराशिक इत्यादि सज्ञाएँ दी गई है, जो कि 
कभी कभी-वहराशिक"-सज्ञक सामान्य जीर्षक के अतर्गत वर्गीकृत किये गये हैं। 
जाय॑भट प्रथम ने यद्यपि केवल त्रैराशिक के नियम का ही कथन किया है, तो भी 
ऐसा प्रतीत होता है कि उपर्युक्त पारिभाषिक सज्ञाएँ और तत्सवधी नियम उनके 
समय में सुविख्यात थे। भास्कर प्रथम ने अपने आरयेभटीय-भाष्य में जोर देकर 
लिखा है कि त्रराशिक और मिश्नानुपात का भेद वास्तविक होने की अपेक्षा 
वनावटी अधिक हैं। वे कहते है 

“आचाय॑ जायेभट ने तो यहाँ पर केवल त्रराशिक का वर्णन किया है, पचराशिक 
इत्यादि अनुपातविशेषो का ज्ञान कैसे किया जायगा ” (समाधान मे ) कहते है-- 
आचार्य ने अनुपात के सिद्धान्त का उपदेश किया है, और अनुपात के सिद्धात्त की 
सहायता से पचराशिक इत्यादि सब सिद्ध हो जाते है। कंसे ? क्योकि 
पचराशिक इत्यादि त्रैराशिको के समूह है। पञ्चराशिक इत्यादि त्रराशिको 
के समूह किस प्रकार है? (क्यीकि) पचराशिक में दो त्रराशिक मिले है, 
सप्तराशिक में तीन त्रराशिक मिले हैं, नवराशिक में चार त्रैराशिक मिले हैं, 
इत्यांदि। इसका स्पष्टीकरण उदाहरणो में किया जायगाो।”' 


 अरबो ने भी इस नियम को बडा महत्त्व दिया था, जो कि अलबेरूनी द्वारा 
“फी राशिकात अल-हिन्द' (हिन्दुओं के राशिक') नाम के स्वतस्त्र ग्रथ को लिखने 
से प्रकट होता है। इस ग्रथ में हिन्दुओ के त्रैराशिक तथा बहुराशिक के नियमों 
का दणन हूं। अलवेरूती कृत इडिया (भाग १, पू० ३१३) फो भी देखिए 
जिसमे व्यस्त तैराशिक का एक उदाहरण दिया गया है। 

देखिए गणितवाद, इलोक २६-२७ (पूर्वार्ध) को व्याख्या। 
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पञ्चराणिक, सप्तराशिक, इत्यादि के सम्बन्ध में इसी प्रकार के कथन लीला- 
वती के टीकाकारो, विशेषकर गणेगर्दवज् और सूर्यदास, ने भी किये है।' 

मिश्रानुपात के प्रब्नो मे राशियों के दो समूह दिये रहते हैं । पहिला समृह 
जिसमे सब राशियाँ रहती है, प्रमाण पक्ष कहलाता है, दूसरा समूह जिसमें 
एक राशि अज्ञात होती है, इच्छा पक्ष कहलाता हैं । 
विधि 

मिश्नानुपात के प्रब्नो को हल करने के लिए ब्रह्मगुप्त ने निम्न नियम दिया है * 

“त्रैराशिक से लेकर एकादश राणिक तक मे फलो को एक पक्ष से दूसरे पश्ष में 
ले जाने के बाद, अधिक राथियो वाले पक्ष के गृणनफल को कम राशियो 
वाले पक्ष के गुगनफल से भाग करने पर (इष्ट) फल की प्राप्ति होती है। दोनो 
पक्षो के सब भिन्नो के हरो का भी इसी प्रकार पशक्षपरिवर्तत कर लेना चाहिए ।”' 

श्रीधर कहते हैं 

“फल को एक पक्ष से दूसरे पक्ष में ले जाओ और (तब सब भिन्नो के) हरो 
का पक्ष परिवर्तत करो। इसके बाद दोनो पक्षो की राशियो को (अलग अलग) 
गुणा करो, और अधिक राशियो वाले पक्ष के गुणनफल को दूसरे पक्ष की राशियों 
के गुणनफल से भाग दे दो। (प्राप्त लव्धि इष्ट फल है) ।”* 

महावीर" और आर्यभट द्वितीय के नियम श्रीवर के नियम के अनुरूप है। 
भास्कर द्वितीय का नियम इस प्रकार है 


* यह बात कोलग्रुक ने लिखी है। देखिए प्रवोक्‍त ग्रथ, यु० ३५, टिप्पणी। 

* यह ध्यान देने योग्य है कि , जैसा कहा जा चुका है, त्रेराशिक का नियम 
बहुराशिक के नियम का ही एक विशिष्ट स्वरूप है। केवल ब्रह्मगुप्त हो एक ऐसे 
हिन्दू लेखक हे जिन्‍्होने त्रैराशिक को भी उपयुक्त नियम में सम्मिलित कर लिया है। 
कुछ अरबी लेखको ने भी इस बात में उनका अनुकरण किया है और त्रैराशिक की 
राशियो को एक पक्ति में न लिखकर बहुराशिक के नियम के अनुसार उन्हे 
फोष्ठो में क्रमबद्ध किया हैं। 

) ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त, पृ० १७८। 

* त्रिशतिका, पु० १६। 

गणित-सार-सग्रह, पृू० ६२ (इलोक ३२)। 

' महासिद्धान्त, पृ० १५०, नियम २६ और २७ (कुछ अन्तर के साथ 

पुनरावृत्त ) । 


जराशिक २०१ 


“पञ्चराशिक, सप्तराशिक, और नवराशिक इत्यादि में फल और (उसके 
बाद) हरो (छिदु') को एक पक्ष से दूसरे में ले जाकर, अविक राशियो वाले पक्ष 
के गुणनफल को कम राशियो वाले पक्ष के गुणनफल से भाग करने पर (इष्ट) 
फल की प्राप्ति होती है ।”' 

नीचे हम ली लावती के एक उदाहरण को हल करके हिन्दू नियम की करणविधि 
का स्पष्टीकरण करेगे। 


उदाहरण । “यदि १०० (निष्क)का १ महीने का व्याज ५(निष्क)हो, तो १६ 
(निष्क) का १ वर्ष का व्याज क्या होगा ? व्याज और मूलधन के ज्ञान से 
समय, तथा समय और ब्याज के ज्ञान से मूलवन भी ज्ञात करो।” 
न्याज निकालना-- 

प्रथम पक्ष है 


१०० निष्क, १ महीना, ५ निष्क (फल)। 
द्वितीय पक्ष है 


१६ निष्क, १२ महीने, य निष्क। 
दोनो पक्ष की राशियों को निम्न प्रकार से ऊर्ध्वाधर कोष्ठो" में लिखते हैं-- 


+ 2 ० १६ 
१ श्र 
मर, पका कल 23 


*इस छझब्द के अर्थ के सस्वन्ध सें टीकाकारो में मतभेद है। कुछ के मत से 
इसका अर्थ भाजक' अथवा 'हर' है और कुछ के सत से इसका अर्थ दूसरे पक्ष का 
फर्ला हैं। दोनो ही अर्थों से नियम शुद्ध हैं। तथापि, पहले अर्थ को लेने से 
भास्कर को व्याख्या उनके पुर्ववर्तों लेखकों की व्याख्या से मेल खाती है। यह 
ध्यान देने योग्य है कि आयेभट द्वितोय ने इस नियम को दो बार दिया है। पहली 
वार उन्होने हरो के पक्ष परिवर्तन की बात नहीं कही है, परन्तु दूसरी बार ऐसा 
फहा हू । 

 लीलावती, पु० १८। 

' एक जाति फी राश्षियों को पास के क्षैतिज कोष्ठों में लिखते हे। 

* राशियों को कोष्ठों में इसलिए लिखते है कि भिन्नो फो लिखने में आसानों 
हो और इसलिए भो कि फलों का पक्ष-परिवर्तत कर देने के बाद पत चला सके 
कि किस पक्ष में अधिक राशियाँ हे। कभी-कभी अज्ञात राशिवाला कोष्ठ खाली 


ड 








ञ्् 
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ऊपर पहले पक्ष में सबसे नीचे की राथि ५, प्रथम पक्ष का फल हैं, दूसरे 
पक्ष में कोई फल नही हैं। फलो का पश्ष-परिवर्ततन करने पर मिलता है 








१०० १६ 
१ 4 
० ५्‌ 
दूसरे पक्ष में राशियो की सख्या अधिक हैं, और उनका गृुणनफल ९६० हैं। कप 
राशियो वाले पक्ष की सख्याओ का गुणनफल १०० हैं। अतएव इष्ट | 5८ 
१०० ५ 


अर्थात्‌ ९८ँ है। हिन्दू लोग इसे इस प्रकार लिखते थे - 
फल- ] ४८ । अर्थात्‌ निष्क ९, निष्क-भाग | ३ ३ । 








५ ्‌ 


हि 





समय निकालना--- 


इस अवस्था मे दो पक्ष ये हैं 
१०० निष्क, १ महीना, ५ निष्क, 
और १६ निष्क, य महीना, 5&£ निष्क। 
इन्हे पहले की भाँति स्थापित करने पर मिलता हैँ 
१०० | १६ 


५ ० 
० ८ 
प्‌ 














छोड दिया जाता हूँ जैसा कि (गवर्नमेन्ट सस्क्ृत लाइब्रेरी बनारस में सगृहीत ) 
मुनीश्वर कृत पाठोसार की एक प्रति में मिलता हे। जब राशियों को अलग- 
अलग कोष्ठो में लिखते हे तब अज्ञात राशि या राशि के अभाव को सूचित करने 
के लिए ० चिह्न का प्रयोग अनावश्यक हे। (एशियाटिक सोसायटी बगाल में 
सगुहीत) लोलावतो की कुछ टीकाओ में राशियो को अलग-अलग कोष्ठो में नहीं 
लिखा गया है, परन्तु ऐसी अवस्थाओ में राशि के अभाव को ० चिह्न द्वारा सूचित 
किया गया है। पक्ष-परिवर्तत के बाद, जिस पक्ष में शून्य होता है उसमें दूसरे 
पक्ष फी अपेक्षा अधिक राशियाँ होती हें। है 


तअराशिक २०३ 


फलो का, अर्थात्‌ सवसे नीचे के कोष्ठो की सख्याओ का पक्षान्तरण करने पर मिलता है 























रे ०० १६ 
हा 
ड्ट ५ 
कर 
हुरो का पक्ष-परिवर्तन करने पर मिलता है 
“3३ 
शै ० 
४८ ५ 


यहाँ पर अधिक सस्याएँ पहले पक्ष में है और उनका गुणनफल ४८०० हैं। 
दूसरे पक्ष की सखव्याओ का गुणनफल ४०० हैं। अतएव इष्टफल है 


४८०० ४८0० 


ह0० जा ड06० लक महीने | 














मूलधन निकालना--- 
प्रथम पक्ष है 
१०० निष्क, १ महीना, ५ निष्क। 
द्वितीय पक्ष हैं: 
य निष्क, १२ महीने, <& निष्क। 
इन्हे पूर्ववत इस प्रकार लिखते हैं- 
१ 











0०० | 0 
हा 
प्‌ ८ 

५ 


फलो (अर्थात्‌ सबसे नीचे वाले कोष्ठो की राशियो) का पक्ष-परिवतन 
करने पर मिलता है 
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हरो का पक्ष-परिवर्तन करने पर मिलता है 
जा 0०० 


५ 
४८ 


० | 








न 
ः्फ्ै 


ला 0 


अधिक सख्याओ वाले पक्ष की सस्याओ के गुणनफल को कम सस्याओ वाले पक्ष की 
सख्याओ के गृुणनफल से भाग देने पर मिलता है 


४८०० । नर 2६ निष्क। 


३०० 








श्रेराशिक, दक्षा-विशेष के रूप सें 

ब्रह्मगुप्त के अनुसार उपर्युक्त नियम को त्रराशिक में भी प्रयोग किया 
जा सकता हूँ | उदाहरणत , यदि हम त्रराशिक के अन्तर्गत दिये हुये उदाहरण १ 
को लें, तो उसकी राशियो को इस नियम के अनुसार निम्न प्रकार से लिखा जायगा-- 


२१ । ० 
२ 
प्‌ ३७ 
है है 





फलो का पक्ष-परिवतंन करने पर मिलता हैं 


१९. ९ 
२ 

रे७ | ५ 
आ॥ 


: यहाँ पर हम $ पल चन्दन की लकडी को -द+ पण (घन) का 'फल' मानते हे। 
पिछले नियम के अनुसार हम -६- पण को 'फल' या मध्य-राशि मानने को बाध्य 
है, क्योकि 'प्रथम' और तृतीय राशियाँ सजातीय कही गई हैं। यह 
देखा जायगा कि यहाँ दिये हुए प्रकारान्तर में तीनो राशियों में से कोई भी एक 
राशि फल' के रूप में लो जा सकती हूं । 


तन्रराशिक २०५ 


हरो का पक्ष-परिवर्तत करने पर मिलता है -- 








र१ | ७9 
्‌ 
३७ फ्‌ 


है. है 


» २९१ ४ ३७ ४८ ४ 
अतणव, इष्टफल ह्‌ रऋ कक 





/ जो कि पहिले प्राप्त हुआ था। 


यदि हम अज्ञात राशि सवन्धी राशियो को फल माने, तो राशियो को निम्न प्रकार 
स्थापित करता चाहिए - 





चर 
है है 
२१ ० 
र्‌ 
३७ *( ४ *८ २१ हे 
नि 
इससे भी पहले की भांति पडुद्रण एल मिलता है। 


त्रैराशिक की उपर्युक्त करणविधि अरबो में मिलती है, परन्तु भारतवर्ष मे 
ब्रह्मगुप्त के वाद इसके दर्शन नही होते। इससे सूचित होता है कि अरब वाले हिन्दू 
गणित-सवन्धी अपने ज्ञान के लिए ब्रह्मगुप्त के विशेष रूप से ऋणी है। 

उपर्युक्‍त्त लेखनशैली को देखते हुए त्राराशिक की करणविधि अनुपात के नियम के 
समान ही प्रतीत होती है। इसी प्रकार बहुराशिक का नियम भी यथोचित 
रीति से आधुनिक सकेत मे परिवर्तित किये जाने पर अनुपातमात्र ही है। स्मिथ 
महोदय का कथन है कि हिन्दुओ की करणविधि “त्रैराशिक और अनुपात के सम्बन्ध 


' अधिक राशियोवाले पक्ष को सख्याओं के गुणनफल को फम राश्षियो- 
वाले पक्ष की संख्याओं के गुणनफल से भाग किया गया है। इस अवस्था में ० 
को राशि नहीं माना गया है। यह केवल अज्ञात राशि, अथवा अभाव का 
चोतक हैँ। 
हे _उदाहरणत , रव्बी बेन एजरा ने ४७ ७८-६३ भ्य फे स्थान में है? प३ 
लेखा है। देखिए स्मिथ, पूर्वोक्त ग्रथ, पु० ४८९ आदि। 
: पूर्वोक्त ग्रथ, पृ० ४८घ८। 
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को स्वीकार नही करती ।॥” इस कथन के पीछे पर्याप्त औचित्य नहीं प्रतीत होता, 
क्योकि उक्त करणविधियाँ अनुपात तथा राशि-परिवर्तत की भावना को दृष्टि 
मे रखकर ही बनाई गई है। हिन्दू ग्रथो का उद्देश्य ऐसा नियम प्रस्तुत करना 
हैं जो जनसाधारण द्वारा सुखपूर्वक प्रयोग किया जा सके। इसी कारण, ऐसी 
अवस्थाओं का भी कथन किया गया हैं जिनमे त्रैराशिक का व्यत्यास होता है। 
इस दृष्टि से देखने पर कि इसे विद्यार्थी को स्वय सोचने का मौका 
मिलता हैं कि नही, भारतीय नियम अवश्य ही दोपपूर्ण है, परन्तु व्यावहारिक 
उपयोग के लिए, हमारे मत से, इससे अच्छे नियम का सृजन नहीं किया जा 
सकता था। 


१३. व्यावसायिक प्रण्न 
प्राचीन भारत सें ब्याज 


ब्याज लेने की प्रथा बहुत प्राचीन हैं। भारतवर्ष में यह प्रथा निश्चित रूप 
से पाणिनि के समय से देखने मे आती है। पाणिनि ने “ब्याज, भाडा, छाभ तथा 
दिये गये कर और उत्कोच” के' सम्बन्ध में प्रयुक्त अकसज्ञाओं में 'क' उपसर्ग के 
प्रयोग को प्रमाणित सिद्ध करते हुए नियम दिये है।' व्याज प्रत्येक महीने के 
बाद देय होता था, और ब्याज की दर प्राय प्रतिगत थी ,* यद्यपि सदेव यह बात 
नथी। व्याज की दर भिन्न भिन्न स्थानों और भिन्न भिन्न लोगो में भिन्न-भिन्न थी 
परन्तु प्रतीत होता है कि १५ प्रतिशत प्रतिवर्ष का व्याज उचित समझा जाता था। 
चौथी शताव्दी ई० पृ० मे विरचित कौटित्य के अर्थश्ञास्त्र में लिखा है “१६ 
पण प्रतिमास प्रतिशत का व्याज उचित हैं। ५ पण प्रतिगत प्रतिमास व्या- 
वसायिक व्याज (की दर) है। १० पण प्रतिजत प्रतिमास वनो में श्रचलित है। 
और २० पण प्रतिशत प्रतिमास' समुद्री व्यापार में प्रचलित है । गोतम-सृत्र का 


* पाणिनि, अष्टाध्यायी, ५. १ २२, ४७, ४६। 

* विभूतिभूषण दत्त ने दिखलाया हैं कि प्रतिशत की भावना का अभ्युदय 
भारतवर्ष में हुआ था। अमेरिकन मैथेमेटिकल मथली, जिलल्‍्द ३४, पृ० ५३०, 
में उनका लेख देखिए। 

९ अथेशास्त्र, आर० शामशास्त्री द्वारा सपादित और अगरेजी में अनुवादित, 


मंसर से प्रकाशित, ३, २, पृ० २१४। 


व्यावसायिक »इन २०७ 


कथन है “५ मापा प्रति-कार्पापण (१ कार्पापण"-२० मापा) का व्याज 


उचित हूँ ।” 
हिन्दू गणित में व्याज 

अन्य वस्तुएं दी रहने पर व्याज, मूलवन अथवा समय इत्यादि ज्ञात करने के 
साधारण प्रइत पचराशिक के प्रकरण में मिलते है। हिन्दू ग्रथों में एक मिश्रक- 
व्यवहार ताम का प्रकरण होता है, जिसमे व्याज सम्बन्धी विविध प्रइन दिये रहते है। 
इस प्रकरण के विषय भिन्न-भिन्न ग्रथो मे, उनके आकार और विस्तार के अनु- 
सार, न्यूनाधिक हैं। उदाहरणत, आर्यभटीय में व्याज के सम्बन्ध में केवल 
एक नियम हूँ, जब कि गणित -सार-सग्रह मे इस प्रकार के अनेक नियम और उदा- 
हरण हैँ। 
वर्ग-समीकरण पर प्रश्न 

आयंभट प्रथम (४९९ ई०) ने निम्न बन को हल करने का नियम दिया है: 

कुछ घन 'ध' (++१००) एक महीने के लिए व्याज पर दिया गया हैं 
(अज्ञात व्याज-न्य) । अज्ञात ब्याज (य) समय सा (5-5६) के लिए व्याज 
पर दिया गया है। इस समय के बीतने पर मौलिक व्याज (य) और उस व्याज 
का व्याज मिलकर 'क” (+-१६) के बराबर हो जाता है। धन 'ध' पर व्याज 
की दर (य) ज्ञात करना है। 

इस प्रइत में समीकरण 

सो -+-धय - कघरर ० 
को हल करना पडता हँ , जिससे हमे 
कक बा 62 288 380 88 8 


कप जे सर 
शाप्त होता है। 


करणी के पहले ऋण चिह्न लेने पर प्रदन का हर नही प्राप्त होता, अतएव 
या का उपयक्त मान 


__ “कबव॒स-+-(घ/२) - (ध/२) 
स 


* गोतम-सूत्र, १२. २६। २० माषा का १ कार्षाषण होने के कारण, ब्याज 
को दर १५ प्रतिशत प्रतिवर्ष होतो है। 
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इस फल को आर्यभट प्रथम ने इस प्रकार वर्णन किया है 

“मूछबन के व्याज तथा उस व्याज पर प्राप्त व्याज (केयोग क') को समय 
(स) तथा मूलवन (घ) दोनों से गुणा करो। उस (गुणनफल) में मूलवन 
के आधे (घ/२) के वर्ग को जोड दो। (जो योगफल प्राप्त हो) उसका वर्ग मल 
निकालो। उस (वर्गमूल) में से मूलवव के आवे (ध/२) को घटा दो, और 
(शेष को) समय (स) से भाग दे दो। जो (लव्वि) मिले, वही मरूबन (थ) 
का ब्याज है।” 

ब्रह्मगुप्त ने अधिक व्यापक नियम दिया है। उनका प्रग्न 

मूलधन (ध) स, महीनों के लिए व्याज पर दिया गया हैं और उस मूलधन 
का अज्ञात व्याज (व्यू) स, महीनो के लिए उसी दर से व्याज पर दिया गया हैं, 
उस समय के बीतने पर मिश्रवन क' के तुल्य हो जाता है। 'य' का मान ज्ञात 
करना है । 

यहाँ पर निम्न समीकरण बनता है 








20 सिम 05 अल 
स्‌्‌ स्‌ 
जिसका हल है 
यू + ४६ 824 
श्स 


करणी के ऋणात्मक मान से प्रशन का हल नहीं प्राप्त होता, अतएवं उसका 
त्याग कर दिया जाता हूं। 

ब्रद्मगुप्त ने निम्न सूत्र दिया हैँ 

/“मूछधन (घ) को (अपने) समय (स,) से गुणा करो, और गुणनफलछ 
को) अन्य समय (स,) से भाग दो। जो (लव्धि) मिले उसे दो स्थानों पर 
रकखो। एक को मिश्रधन (क) से गुणा करो और (गृुणनफल मे) दूसरे 
के आधे के वर्ग में जोड दो। उस (योगफल) का वर्गमूठ निकालो। उस (व 


१ आर्यमटीय, गणितपाद, इलोक २४५। इसमें मूलधघन के लिए मूल 
शब्द तथा व्याज के लिए 'फल' दाब्द का प्रयोग किया गया हैं। 
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मूल) में दूसरे के आधे को पटा दो। (जो जेष बचे) वही मूलधन का व्याज 
ये) हैं।' 
अन्य प्रश्न 

महावीर ने मिश्वक-व्यवहार मे दो अन्य प्रकार के प्रठन दिये हे, जिनमे युग- 
पत्‌ सममीकरणो को हल करने की आवश्यकता पहली है। पहले प्रकार के प्रब्नो 
का एक नमूता यह हैं * 

“४६० (प्रमाण प्र) पर १६ महीने (समय 'स') का व्याज (फछ फ') 
२४ हैं। (अज्ञात धन 'ध' पर अज्ञात समय 'सा' का) व्याज (फा) २४ हैं। 
समय (सा) और मूलधन (ध) कायोग (म) ६० है। (समय 'सा' और मूल- 
धन घ' वया हूँ) ?! 

प्रशतत के अनुसार 


फघसा 
----- कऋः फा 

प्र्स ६ 
ध-|सा -- म (२) 
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अतएढठ च्‌ वन रू हि डा 


महावीर ने इस फल का वर्णन निम्न प्रकार से किया हैं 
“प्रमाण को समय तथा चतुर्गुणित व्याज से गुणा करो और अपने फल से भाग 
दो, और (प्रप्प्त छव्यि को) मिश्रधन के वर्ग मे घटा दो। उसके मूल को मिश्र- 


धन में सक्ष्मण' करो (अर्थात्‌ एकु बार जोड कर और एक बार छटाकर आधा 
कर दो) [5 


ब्राह्म-स्मुट-मिद्धान्त पृु० १८६३। इस नियम को महावीर ने भी दिया है। 
देखो गणित-सार-सग्रह पृ० ७१ (इलोक ४४)। 
गणित-सार-सग्रह प० जे ( इलोक ३२ ) । 


७. - क्‌र्न- ख़ चर गण रख 
ख को क में सक्रणण करने का अर्थ हु "7 और 


ज्ञात फरना। 
गणिन-मार-सग्रह पृ० ६८ (लोक २६) 


। 
के दोनो चिह्नो का प्रयोग किया गया है । 
8 





के मान का 


ब ध्यान देने योग्य हैं कि करणी 
के 
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दूसरे प्रकार के प्रश्नों का एक नमूना यह है 

“प्रतिशत (प्रमाण प्र), प्रति १५६ मास (सप्रय स'), का अज्ञात दर 
(फल फ') के अनुसार, ३० (धद व) का किसी अज्ञात समय (सा) में ५ त्याज 
(फल 'फा') होता हँ। व्याज की दर (फ) और समश (सा) का योग 
(म) १२६ हैं। (व्याज की दर और समय ज्ञात करो ) ।” 


थे 


इसका हल निम्नलिखित है 


 अष्दलट. थे के 
और 


१ भ बा प्रमफा 2 । 


महावीर ने इसे इस प्रकार कहा हैँ 

“मूल (प्रमाण) को अपने समण्से , फल से तथा ४ से गुणा करो आर 
(गुणनफल्ल को ) अन्य मूल (वन) से भाग दो। इस प्रकार जो मिले, उसे मिश्र- 
बन के वर्ग में घटाकर शेप का वर्गमूल निकालो, और उसे मिश्ववत में सक्र- 
मंण करो ।” 


व्याज सम्बन्धी विविध प्रश्न 

पाटीगणित के हिन्दू ग्रथो म उपर्थुक्त पश्नों के अतिरिक्त विविध प्रहार के 
अन्य मनोरजक प्रश्न मिलते है। उदाहरणत ब्रह्मगुप्त वे निम्नटितित प्रश्न 
को हल किया 

उदाहरण । धन 'ध', जिसका मम महीने का व्याज 'र' है, कितने नभए में 
अपने का के गुना हो जायगा * 

इस प्रदन को हल करने का नियम यह 

“प्रमाण (अर्थात्‌ दिये हुए धन को) अपने समय से गुणा करो आर व्याज 


' गणित-सार-सग्रह, पृ० ६९ (इलोक ३४) । 
* गणित-सार-सग्रह, पृ० ६९ (इलोक ३३) । 
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की दर से भाग दे दो, और (जो मिले) उसे एकोन गुणक से गुणा कर दो। इस 
प्रकार से (इष्ट) काल प्राप्त होता हूँ ।”' ' 
अर्थात्‌ 
ध.८्म 
इ्छ सम ० (/क- 
इपष्ट समय: बज (क १ ) । 
गणित सार सग्रह (2५० ई०) में व्याज-सवन्धी अनेक प्रश्न हैँ । उनमे से कु 
नोचे दिये जा रहे हूँ 


(१) “यहाँ (इस प्रग्न मो (व) ४०, (व.--) ३०, (व,--) २०, 
जौर (घ,-)५० मूल्थन हैं, (स,)५, (स>-)५, (स,)--३, और (स,--) 
६ (क्रमानुसार तत्मवबी) महीने हैं। उनके फलो (अर्थात्‌ व्याजो) का योग 
(म-5) ३४ है। (यदि व्याज की दर पत्येक अवस्था में एक ही हो, तो प्रत्येक 
बन का जलन अलग ब्याज जात करो) ॥! 


मान लो कि १ का १ महीने का व्याज र है, तो 
फ, फः फ, 


न पर न न न 
. घ,स, वन, ध,स 


जहाँ पर फ,, फ, फ,, « क्रमानुसार ध,, ध, ध, पर स,, स,, स,,_ महीनों 
के व्याज है 





जतएव 

फ, _ फ, फ _ फन-फ+फन 

बस, विस तीस | बस, वससरन वश्स,र्नः 

म 
. ब,स,+-बस्स,-- वसा 
हक मे ०३ मी, 
थवा फेक ्ऊायाप--:उपय>_दप-+-++_' इत्यादि। 
| बस+ध,ससनवससा,न॑- 


ब्राह्म-स्फट-सिद्धान्त, पु० १८१। 
गणित-सार-सग्रह, पृ० ७० (इलोक ३८)। 
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महावीर ने उपयुक्त प्रश्न को हल करने के लिए यही मत्र दिया है।” 

(२) “१०, ६, ३, और १५ व्याज (के धन) है, ५, ४, ३ और ६ महीने 
है (जिनमे पूर्वोक्त व्याज के धन क्रमानुसार प्राप्त होते है) , और (चारो) मल- 
धर्नों का योग १४० हैं। (व्याज की दर हर अवस्था में समान मान कर, चारो 
मूलधनों को अलग अछूग ज्ञात करो )”* 


(३) हाँ (इस प्रश्न मे) ४०, ३०, २० और ५० (तक्रमानुसार चार) 
मूलवन है, १०, ६, ३ और १५ क्रमानुसार उनके व्याज है, और १८ उनके 
समयो का योग है। व्याज की दर समान मान कर, चारो समयो को अूग अठग 
ज्ञात करो |! 


(४) “८० का ३ महीने का व्याज अज्ञात है, (परन्तु ग्रह पता है कि) 
यदि वह अज्ञात ब्याज (उसी दर से) व्याज पर दे दिया जाय, तो १ वर्ष में 
वह ७हँ हो जायगा। बताओ (अज्ञात) मूल और उसका व्याज कितना हैँ ।”* 


(५) (तीन) मिश्रधन क्रण ५०, ५८ और ६६ है, तया तत्मवथी' समय 
क्रमश ५, ७ और ९ महीने हैं। (यदि प्रत्येक का मूलवन बराबर हो, तो) 
अलग अलग व्याज क्या है, ज्ञात करो |" 


' गणित-सार-सग्रह, पृ० ७० (इलोक ३७)। इस सूत्र से स्पष्ट है कि 
महावीर को निम्न परिणाम ज्ञात था 
अ_ स क अ- स +क -+- 
ब द ख.... ब+ंद#+ख + 
२ गणित-सार-सग्रह, पृ० ७० (इलोक ४०)। इसका हल उसी पृष्ठ पर 
इलोक ३६ में दिया हूँ। 
१ गणित-सार-सग्रह, प्‌ ७० (इलोक ४३) । इसका हल उसी पृष्ठ पर इलोक 
४२ में दिया हैं। 
धगणित-सार-सश्रह, पृ० ७१ (इलोक ४६)। यह आर्येभ्ट के प्रदन 
के सदृश है। ऊपर पृ० २०७ देखिए । 
५गणित-सार-सग्रह, पृ० ७१ (इलोक ४८) । इसको हल करने में सर्वममिका 
स॒अन-स 
दर 


ते 


बन्द 


| 
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के प्रयोग को आवश्यकता पडती है। 
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(६) “(चारवुल्य धन ४ भिन्न भिन्न समयो के लिए व्याज पर दिये गये है । ) 
समय और मूलवन का (अलूग अलग) योग क्रमानुसार २१, २३ और २५ हूँ, और 
व्याज ऋमानुसार ६, १० और १४ है। समान मूलधन क्या है ?”' 

(७) कुछ धन ६ प्रतिशत की दर से उधार लिया गया और९ प्रतिणत की 
दर से उबार दे दिया गया। यदि ३ महीने में इस लेन देन मे 2१ का लाभ 
हुआ, तो वह घन कितना है ? 

(८) “६० का मासिक ब्याज ५ है। (इस दर से उवार पर दिया 
गया) मूलथन ३५ हैं। यदि धन १५ की त्रमासिक किस्तो (स्कन्‍्धो) 
मे अदा कर दिया जाब तो बताओ कितने समय में पूरा धन चुकता हो 
जायगा ?! 

(९) तीन बन २, ५ और ४ प्रतिशत प्रतिमास की दर से व्याज पर 
दिये गये, और उनके मिश्रधनो का योग. ४४०० है। यदि प्रत्येक धन से २ 
महीने में बराबर व्याज मिलता हो, तो वे भूलधन कितने कितने हैं?” 


(१०) “एक व्यक्ति (जिसने कुछ घन व्याज पर लिया हैं) प्रत्येक १२ दिन 
वाद २६ की एक किस्त (स्कन्ध ) अदा करता है। यदिव्याज की दर ३ प्रतिशत 
प्रति मास हो और वह व्यक्ति १० महीने में ऋण मुक्त हो जाय, तो मूलधन 
क्‍या हें? 

(११) तीन वन, जिनका योग ८५२० है, क्रमानुसार ३, ५ और ८ प्रतिशत 
(प्रति मास) की दर से व्याज प्र दिये गये। अपने अपने मूलधन में से ५ महोने 
का अपना अपना व्याज निकाल देने पर वे बवरावर हो जाते है। (बताओ तीनो 
घन कितने कितने हूँ) ? 

(१२) “तीन धन, जिनका योग १३७४० हैं, क्रमानुसार २, ५ और ९ प्रतिशत 


 गणित-सार-सग्रह, पृ० ७२ (इलोक ५२)। 
 गणित-सार-सग्रह, पृ० ७२ (इलोक ५५)। 
* गणित-सार-सग्रह, पृ० ७३ (इलोक ५६) 
 गणित-सास्सग्रह, पृ० ७३ (इलोक ६१) 
“ गणित-सार-सग्रह, पृू० ७३ (इलोक ६५) 
“ गणित-सार-सग्रह, पृ० छढ॑ (इलोक ६७) । 


२१४ हिन्दू गणित-श्चास्त्र का इतिहास 


(प्रति मास) की दर से ४ महीने के लिए व्याज पर दिये गये। अपना अपना 
व्याज जोड देने पर वे वन तुल्य हो जाते है। (बताओ वे घन क्या है) ? ”' 

(१३) “किसी मनुष्य ने ५ प्रतिशत प्रतिमास की दर से कोई धन ऋण च्या 
जिसे वह प्रति दूँ महीने वाद किस्तो में चुकाता है। पहली किस्त में ७ देता हैं और 
आगे की किस्तो में सात-सात की वृद्धि करके देता है (अर्थात्‌ दूसरी में १४, तीसरी 
में २१, इत्यादि) , सवसे बडी किस्त ६० हैं। इस प्रकार वह मनुष्य (७ आदि, ७ चय्र, 
और) ७ पदोवाली श्रेढी के योग को मूलवन के रूप में देता है, और उस म्‌ठ- 
धन पर एक किस्त का व्याज भी देता हैं। तो वह मूलबन और व्याज बताओ, 
यह भी बताओ कि वह मनुष्य कितने समय से ऋण से मृक्‍त होता है ।” 
वस्तुओ का विनिमय 

विनिमय की हिन्दू पारिभाषिक संज्ञा भाण्ड-प्रति-भाण्ड' है। पाटीगणित 
के सभी हिन्दू ग्रथों मे वस्तुओ के विनिमय से सम्बन्ध रखनेवाले प्रब्न मिलते हैं । 
इन ग्रथो मे इस बात का निर्देश रहता है कि विनिमय के प्रश्नों का आधार मिश्रानु- 
पात है तथा वे पञ्चराशिक इत्यादि के नियमों की सहायता से हल किये जा सकते 
है। विनिमय के प्रइतो का एक नमूना यह हैं 

#“यदि इस वाजार में एक द्रम्म में ३०० आम और एक पण में ३० बढ़िया 
अनार मिलते हँ , तोहे मित्र ! शीघ्र बताओ कि १० आमों के बदले में कितने 
अनार मिलेंगे ।' 
अन्य प्रकार के व्यावसायिक प्रइन 

हिन्दू गणित के ग्रथो में सिलतेवाले अन्य विविध प्रकार के व्यावसायिक प्रश्नों 
मे (१) साझा और समानुपातिक विभाग और (२) खुवर्ण के वर्ण की गणना 
से सम्बन्ध रखने वाले प्रइत उल्लेखनीय है ।' इन प्रइनों में से अविकाश वीजात्मक 
हैं, परन्तु उनकी गगना पाटीगणित (अकंगणित) में की गई हैं। प्रश्नो को हल 
करने के नियम प्रश्नो के पूर्व आते है। ये नियम इतनी अधिक मात्रा में हैँ कि 
यहाँ पर उनका कथन नहीं किया जा सकता। तो भी नीचे दिये हुए उदाहरणो 
से उनके आकार-प्रकार के सम्बन्ध में कुछ परिचय मिल जायगा 


५ 


! गणित-सार-सग्रह, पृ० छढ४ (इलोक ६६)। 

२ गणित सार-मग्रश, पृ० ७४-७५ (इलोक ७२-७३) । 

* छीछावती, पृ० २०। न पक 
* ऐसे उदाहरण लछीलावती, गणित-सार-मग्रह, त्रिद्वतिका, इत्यादि में मिलते है । 
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(१) (तो)वनियो ने क्रमानुसार १ से लेकर ९ तक धन लगाकर एक घोड़ा 
खरीदा, और उसे ४९५ में वेच दिया। बताओ कि इस मिश्रवन में प्रत्येक का 
कितना कितना हिस्सा है। 


(२) किसी यजमान ने दीक्षा के अवसर पर चार मठो से, जिनमें वरावर 
वरावर छात्र थे, छात्रो को भोजन करने के लिए निमन्त्रित किया। परन्तु उन मठो 
से है, £, 5 और छ छाव भोजन के लिये आये। देखने में आया कि यदि पृथक्‌- 
पृथक भरठों से आये हुए छात्रो की सख्याओ में क्रश १,२, ३ और ४ जोइ डिय्रे 
जायें तो सब मिलाकर ८७ सख्या आती है, और यदि उनमे क्रमण १, २, ३ 
और ४घटा दिये जाये तो ६७ सख्या आती हैं। तो बताओ कि मठो की छात्र- 
सस्या क्‍या है तथ्ग प्रत्येक मठ से कितने कितने छात्र (भोजन के लिये) आये। 


(३) “३२ पलक, ६० पल, और २४ पल आयतनवाले तीन कलूस क्रमण 
घृत, उदक्‌ और मध्‌ से लगालव भरे हुए है। तीनो पदार्थों को एक में मिलाकर, 
उस मिश्र पदार्थे को उन घडो में पुत भर दिया गया। घृत, उदक्‌ और मत्रु की 
मात्रा किस (कलस) में कितनी है, मुझे नही मालूम। बताओ प्रत्येक कलूस में 
उन (पदार्थो) की कितनी-कितनी मात्रा है ।”! 

(४) “किन्ही तीन वनियो ने साझे से क्रय-विक्रय किया। पहले की पूजी 
$ पुराण है और दूसरे की ८ पुराण, तीसरे की (पूंजी) अज्ञात हैं। (क्रय-विक्रय 
में) ९६ पुराणों का लाभ हुआ, जिसमे से अनात पूँजीवाले को ४० पुराण मिलले। 
हे मित्र | यदि तुम साझे (प्रक्षेप) की विधि को जातते हो तो गणित करके बताओ 
कि उस (तीसरे ) ने कितनी पूंजी छगायी थी, तथा (अन्य) दोनो बनियो को कितना 
कितना लाभ हुआ।”' 

(५) “धार बनिये थे। उनमें से प्रत्येक ने अपने धन का आधा अन्य 
(तीन वनियो में से) प्रत्येक से ले लिया, और इस प्रकार उनके पास वरात्रर 
वरावर धन हो गया। वताओ प्रत्येक के पास पहले कितना धन यथा |!!! 


इस उदाहरण और पिछले दो उद्ाहरणों को पृथूदकस्वामी ने ब्राह्म-स्फूट- 
सिद्धान्त (गणिताध्याय, इलोक १६) पर अपने भाष्य में दिया है। 

* गणित-सार-सग्रह, पृ० €४ (इलोक २२३-५)। 

 गणित-सार-सग्रह, पृु० €€ (इलोक २६७६)। 


२१६ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


(६) मन्त्र और औपब की शक्ति से सपक्न किसी महापुरुप ने मुर्गो के युद्र को 
होते देखक र दोनो मर्गवाजो से ग्त भाषा म मत्रणा की। एक से कहा “यदि 
तुम्हारा मुर्गा विजयी हो तो तुम अपना धन मुझे दे देना, यदि तुम्हारी बिजय न 
होगी तो मे उस धन का 3 भाग तुम्हे दे दूंगा।' टूसरे के पास जाकर (उसी 
प्रतिबन्‍्ध पर) उसके धन का हू भाग देने की प्रतिजा की । दोनो दशाओ म 
उसे १२ का लाभ हो सकता था। है गणकमुखतिलक ! बताओ कि उन भुर्ग- 
बाजो के पास कितना-कितना धन था।”' 

(७) “९ मातुलग (विजौरा नीवू ) और ७ सुगबित कैथों का मिश्रित मूल्य 
१०७ है, और ७ मातुलुग और ९ सुगधित कंथों का मिश्रित मूल्य १०१ है 
है गणक ! मातुलंग और कंथे के मूल्या को अरूग अलग करके मुझे जञीतष्र 
बताओ ।! 

(८) “३ (पण) में ५ कबूतर, ५ (पण) में ७ सारस, 3 (पण) में १ ह 
और ९ (पण) में ३ मयूर मिलते है। (जाओ इस दर से) राजकुमार के 
क्रीडार्थ १०० (पण) में १०० (पक्षियाँ) ले आओ। यह कहकर कोर्ट व्यक्ति 
(बाजार) भेज दिया गया हँ। बताओ वह किस (प्रकार की पक्षी को खरीदने ) 
मे कितना (धन) व्यय करेगा। 

(९) “१ वर्णवाले (सुवर्ण) का १ भाग है, २ वर्णवादे का १ भाग, ३ 
वर्णवाले का १ भाग, ४ वर्णवाले के २ भाग, ५ वर्णगले के « भाग, ?४ वर्ण 
वाले के' ५ भाग, और १५ वर्ण वाले के ८ भाग। इनको एक में मिलाकर अग्नि 
में पकाने पर मिश्वित सुवर्ण का क्‍या वर्ण होगा ” और उस मिश्रित सुतर्ण को 
पूर्वोक्त भागों के मालिकों में विभाजित करने पर प्रत्येक को कितना कितना 
मिलेगा ? 

(१०) “२, ३ और ४ वर्णो के तीन तीन सुवर्ण हे ओर १३ वर्ण के ऊुछ 


! गणित-सार-सग्रह, पृ० &६-१०० (इलोक २७०$-२३)। 
२ गणित-सार-सग्रह, पृ० पढे (इलो० १४०३-२३) | 
११णित सार-सग्रह, पृ० ८५ (इलो० १४५२-३)। 

४ गणित-मार-सग्रह, पूृ० ८८ (इलो० १७०-१०)। 


विविध प्रश्न २१७ 


सुवर्ण है, मिश्रित सुवर्ण का वर्ण १०है। हे मित्र बताओ (१३वर्ण के 
अज्ञात) सुवर्णो की सख्या क्या हैं | 


१४ विविध प्रश्न 

इप्टनकर्म 

यह नियम अगरेजी में रेगुला फाल्सी' अथवा 'रूठ ऑँब फाल्स पोजीशन' 
के नाम से प्रसिद्र है। हिन्दू गणित की सभी पस्तको में यह नियम उपलब्ध हैं।' 
भास्कर द्वितीय ने इस नियम को विशेष महत्त्व दिया है और इसे 'इष्ट-कम' 
(“कल्पना का नियम") कहा है। उन्होन इसका निम्न प्रकार से वणन 
किया हैं 

“किर्सी कल्पित सरया को प्रश्न के कथनानुसार गुणा करना, भाग देना, 
घटाना अथवा जोडना चाहिए। दी हुई (इप्ट') सख्या को कल्पित सख्या स 
गृगा करके उसे (उपयुक्त विधि से प्राप्त) सख्या हारा थाग देना चाहिए। 
इस प्रकार इष्ट राशि की प्राप्ति होती है। यही इष्ट-कर्म कहलाता हैं ।* 

श्रीधर ने कल्पित सख्या को एक मान लिया है। महावीर ने विविव 
प्रकार के प्रव्नो मे इस नियम को प्रयोग किया है ४ गणेण ने लीलावती पर 
पपनी टीका में छिखा है. “इस नियम में केवल गुणा, भाग और भिन्न 
के परिकर्मों का प्रयोग करना होता है।” निम्नलिखित उदाहरणो से' ऐसे 
प्रब्नो! के आकार-प्रकार का रूण्प्टीकरण हो जायगा जो कल्पना की विधि 
से हल किये जाते हैं । 


 गणित-सार-सग्रह, पृ० ८६ (इलो० १८१) । इस प्रकार के उदाहरण 
त्रिशनिका (पृ० २६) और लीलावती (पृ० २५) में भी मिलते हे। 

_ यह नियम भारतवर्ष में आविष्कृत हुआ और वहाँ से अरब होकर यूरोप को 
या। एक मध्यकालीन हस्तलिवि में, जो लिब्नी महोदय द्वारा इरतुवार, १, ३०४ 
मे प्रकाशित को गयो हूँ तथा जो सभवत रब्बी बेन एजरा की कृति है, यह 
नियम हिन्दुओं को आरोपित किया गया है। अधिक विस्तार और उल्लेखों 
ध लिए, देछिए स्मिथ, हिस्ट्री, जिव्द २, प्‌ृ० ४३७, फूटनोट १॥ 

' ल।लावती, पु० १०१ 

तिश्वतिका (पृ० १३) में स्तम्भोहेशक का नियम देखों। 


ये प्रन्‍्न गणित-सार-सग्रह के तृतीय और चतुर्थ अध्याय में दिये गये हे। 


/जि(+ 


श्श्८ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


(१) निर्मल कमझो के जिस समृठ के तृतीयाश, पचमाश और पप्ठमाण से 
क्रमश शित, विए्णू और सूर्य की, चतुर्थाण से पार्वती की, और शेप छ फ्मलो 
से गुरचरणों की पूजा की गई, उस (कमल समृह) के सम्पूर्ण कमलो क्री 
संख्या जी घत वताओ | 

(२) “हारवती स्त्री का मक्‍्ताहार सुरतिकलह मे टट गया, उसका ततीयाण 
भूमि पर गिरा, प तरमाश झयनतल पर दिखागय्री पहा, पपठमाण उस सुन्दर केअवाली 
स्त्री ने पकड़ लिया, और दश्ममाण उसके पति ने रोक ल्यिा, छ मोतियों हार के 
डोरे में देख पडी । हे गणक | बताओ वह हार कितनी मोतियों का था।” 

(३) “स्तम्भ के ७ से गणित स्तम्भ का २७ जठ मे स्थित हूँ, जेप के </ से 
गुणित शेप का ४७ कीचड में है, और (शेप) २० हाथ स्तम्भ आकाश में हैं। 
है मित्र | स्तम्भ की लम्बाई बताओ । 

(४) 'भार के कारण झकी हुई टाल्यो से सुशोभित थाव के सेत में 
कुछ तोते वेठे थे। मनुष्यों द्वारा इराये जाने मे वे सहसा उठ गये। उनका 
9 भाग पूर्व दिया को गया, और हूँ भाग आग्तेय दिया को। पूर्व और आग्नेय 
दिद्याओ को गये हुए तोतो के अन्तर के अनोनिभाग का अधोनिभाग दक्षिण दिया 
को गया, दर्क्षिण और आग्नेय दिशाओं को गये हुए तोतों के अन्तर का द्वि- 
पचोनभाग नऋत दिशा को गया, दक्षिण और नै क्रत दिशाओं को गये हुए तोतों 
के अन्तर के तुल्य तोते पश्चिम दिशा को गये, नेक्रत और पह्चिम को गये हुए 
तोतो के अन्तर तुल्य तथा उसके हुँ तुल्य और तोते वायबत्र्य दिशा को गये, 
वायव्य और पश्चिम को गये हुए तोतो के अन्तर तुल्य तथा उसके है तुल्य और 
तोते उत्तर को गये, वायव्य और उत्तर को गये हुए तोतो के योग में उसका 
3 भाग घटाने पर प्राप्त शेप के तुल्य तोते ईशान दिशा को गय, और शेष २८० 
तोते (वही पर) आकाश में (मँडराते हुए) देखे गये | बताओ सत्र तोते कितने थे । 


लीलावती, पृ० ११। तुलना कीजिए गणित-सार-सग्रह, पृ० ४८ (इलो० ७) 
* त्रिगतिका, पृु० १४। इस उदाहरण को गणित-सास्-सम्रद (पृ० ४६, 
इलो० १७-२२) में दिये हुए उदाहरण से तुलना कीजिए 
१ गणित-सार-सग्रह, पृ० ५५ (इलो० ६०)। तुलना कीजिए, त्रिशतिष, 
घपु० १३१॥ 
गणित-सा र-सग्रह, प० ८८ आदि (इलो० १२-१६) । 


विविध प्रश्न २१९ 


विलोम विधि 

यह विधि, जो विलोमगति (“उल्टा चलने की विधि”) के नाम से विख्यात हैं, 
भारतवर्ष में अत्णन्त प्राचीन काल से मिलती है । आर्यभ्रट प्रथम ने इसका वर्णन 
निम्न प्रकार से किया हैं 


“चिलोम विधि में गुणकार भागहार हो जाता हूँ और भागहार गुणकार, 
जिसे जोडना हूँ, वह घटाया जाता हँ और जिसे घटाना है, वह जोडा जाता है।” 


ब्रह्मगुप्त का वर्णन अधिक पूर्ण है। डे कहते है 

“अत (मे दो हुई सख्या) से आरम्भ करके गुणा करने के स्थान मे भाग करो, 
भाग करने के स्थान में गुणा करो, जोडने के स्थान में घटाओ, घटाने के स्थान में 
जोडो, वर्ग करने के स्थान में वर्गमूल निकालो, और वर्गमूल निकालते के स्थान मे 
वर्ग करो। इस प्रकार क्रिया करने पर आरम्भ की रात्रि प्राप्त हो जाती है ।”* 


नीचे दिये हुए उदाहरणों से विलोमविधि से हल किये जाने वाले प्रश्नों के 
स्वरूप स्पष्ट हो जायेंगे -- 

(१) “वह कौन सख्या है जिसे ७ से भाग देने पर,फिर ३ से गुणा करने पर, 
फिर वर्ग करने पर, फिर ५ जोड देने पर, फिर है से भाग देने पर, और फिर 
आधा करके वर्गमूल लेने पर ५ प्राप्त होता है ?”* 


(२) “यूय्य के अगणेप को यदि ७ से भाग दे, फिर लरव्बि का वर्गमूल निकाले, 
फिर ठ्गंमूल में ८ घटाकर ९ से गुणा करे, और गुणनफल में १ जोड दे, 
तो १०० मिलता है। यह परिस्थिति बुधवार के दिन कब होगी ? 


* आर्यमटीय, गणितपाद, इलो० एश८। 

" ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त_ पृू० ३०१। यह नियम गणित-सार-सग्रह (पु० 
१०२, श्लो० २८६), महा-निद्धान्त (पृ० १४६), लीलावती (पृ० ६), इत्यादि 
में भी मिलता है। 

 गणित-सार-सग्रह, पृु० १०२ (इलो० २८७) । इस प्रकार के उदाहरण 
हिन्दू अकगणित के ग्रथों में बहतायत से मिलते हं। यूरोप में भी वे सामान्य रूप 
से मिलते हूं । स्मिथ ने अपनी हिस्टी (भाग २) में ऐसे दो उदाहरण सोलहवीं 
शताव्दी में लिखी अमेरिकन अकगणित से उद्धत किये हे। 

बोलब्रुक, पू्वक्ति पृू० ३३३ (१८)। 


२२० हिन्दू गणित-श्वास्त्र का इतिहास 


सिश्रण सम्बन्धी प्रइन 

पाटीगणित के हिल्दू ग्रथों में मिश्रक-व्यतहार नाम का एक अध्याय होता 
हैँ जिसपे व्यज-सम्बन्धी विविध प्र्न, सुवर्ण की मिलावट से सम्बन्ध रखने- 
वाले प्रब्न, तथा मिली हुई राशियों से सम्बन्ध रखनेवाड़े अन्य विविध प्रकार के 
प्रब्न, (जिनमे उन राजियों को अलग करना होता हैँ) और उनको हल करने के 
नियम दिये रहते हे। अकगणित के प्रारम्भिक इटैलियन प्रथों में मिश्रण 
(डे मेस्कोलो) पर एक अध्याय मिलता है, जिसका कारण स्पटतया हिन्द 
प्रभाव हैं ।' 

इस अध्याय के कुछ प्र्न निर्णयात्मक होते है और कुल अनिर्णयात्मक। 
व्याज और सुवर्ग सम्बन्धी कुछ प्रइन पहले दिये जा चुके है, कुछ नीने दिये 


जा रहे है 

(१) “किसी वन के मध्य मे अनारो की तीन राशियों को ७ यात्रियों में 
वरावर-बराबर गॉटने पर १ अनार शेप बचा, (वैसी ही) सात राशियो को 
९ यात्रियों मे बाँटने पर ३ अतार शेष बचे, और (वैसी ही) पाँच राशियों को 
४ यात्रियों मे बाँटने पर २ अनार शेप बचे । हे गणक बताओ (प्रत्येक राशि 
में) कितने अनार थे।” 

(२) “किसी पुरुष द्वारा कुछ आम घर छाने पर, उसके सवसे बडे छडके ने 
पहले १ आम और फिर शोप के आधे आम छे लिये। उसके चले जाने पर उससे 
छोटे छडके ने भी वैसा ही किया। शोप के आधे आमो को अन्य (तीसरे) 
लड़के ने ले ल्या। (बताओ वह मनुष्ण कितने आम घर छाया था) ।” 

(३) “एक जैनबवर्मावलवी (श्रावक पुरुष) सुगधित कमलपुप्पो को लेकर 
चतुर्द्र रवाले णैन-मन्दिर को गया और वहाँ भक्तिपूर्वक पूजन किया। (मरिर 


; स्मिथ, हिस्ट्री, जिह्द २, पृ० शंणद, नोट ४। 

२ देखिए व्यावसायिक प्रइन, पृ० २१६ आदि, समानुपातिक विभाग (प्रक्षेप- 
करण) के प्रइन भी देखिए त्रिशतिका, पु० २६, गणित-सास्न्सग्रह, पृ० ७५ 
(इलो० ७६५), महा-सिद्धान्त, पु० १५४-१५५। ै 

१गणित-सार-झग्रह, पृ० ८२ (इलो० १२८६ )। महावीर ने इस प्रकार के 
उदाहरण वल्लिका-कुट्टीकार' के अन्तगत दिया हे | 

४ गणित-सास्नसग्रह, पु० ८घर (इलो० १३१२) । 


विविध प्रश्न २२१ 


के) पहले द्वार पर पहुँचने पर पुष्पो की सख्या दुगनी हो गयी, दूसरे पर तिगुनी, 
तीसरे पर चौगुनी, और चौथे पर पेंचगुनी। यदि सव द्वारो पर साठ सा»' पुष्प 
चढाये गये, तो पुष्पो की सख्या (आरम्भ में ) कितनी थी ? 

(४) “एक मनुष्य के पास १६ इन्द्रनीलू-मणियाँ है, दूसरे के पास १० मरकत- 
मणियाँ है, और तीसरे के पास ८ वज्भममणियाँ है। तीनों मनप्य अपनी अपनी 
मणियो में से दो दो मणियाँ एफ दूसरे को दे देते है, इस प्रकार उनका धन समाप्त 
हो जाता है। तो इच्द्रनोलमणि, मरकतमणि और वज्भमणि के पृल्य क्या क्या है ? 

(५) “जो नालियाँ (कुत्य) अलग अलग खोली जान पर एक वापी को 
क्रमानुसार १ दिन, & दिन, सै दिन और है दित में भर देती हैं वे एक साथ खोल 
दी जाने पर उस वापी को कितने समय में भर देगी?” 


वर्ग-समीकरण पर प्रइन 

वर्ग-समीकरण का हल भारतवर्ष में आर्यभट प्रथम (४९९ ई०) के समय 
से ज्ञात हे ' पीछे हम व्याज के कुछ प्रश्न दे चुके हूँ जिनमे वर्ग-समीकरण 
को हल करने की आवश्यकता पड़ती है। महावीर और भास्कर द्वितीय ने 
ऐसे अनेक प्र॒इन दिये है। महावीर ने इन प्रइनो को दो भागों में विभाजित 
किया हू (१) वे प्रइन जिनमें अज्ञात राशि के वर्गमूल का कथन किया रहता 
हैँ, और (२) वे जिनमे अज्ञात राशि के वर्ग का निर्देश रहता हूँँ। पहले प्रकार 
वे प्रइनो का केवल एक घनात्मक उत्तर आता है, जबकि दूसरे प्रकार के प्रइनो के 
दो उत्तर आते है जो वर्गसमीकरण के दो मूलो से सगति रखते हूँ । भास्कर द्वितीय 
ने अपने पाटीगणित के ग्रथ लीलावती में पहले प्रकार के प्रश्नो को स्थान दिया 
है। टूसरे प्रकार के प्रश्नों को, जिनमें अज्ञात राश्मि के वर्ग का कथन होता हैं, 
दीजगंणितत मे रखा हैं। निम्न उदाहरणों से ऐसे प्रश्नों के स्वरूप स्पष्ट हो जायेंगे 


* छपी हुई पुस्तक में 'पठ्च! (पाँच) पाठ है। इस पाठ को स्वीकार करने 
पर इस प्रइन का उत्तर ४३/१२ आता है, जो अयुक्त हें। छपी हुई पुस्तक में 
उछ बार भी प्रश्न हैँ जिनके अयुक्त उत्तर आते हे। वे सब, हमारी समझ में, 
सैपादक महोदय द्वारा प्रएकक्‍्त हस्तलिपियो के दोष के कारण हें। अतएवं हमने 
उपणदत पाठ को सशोधन करके प्ठि! (साठ) कर दिया है। 

गणित-सार-सग्रह, पृ० ७६ (इलो० ११२५-११३३ ) 
गणित-सार-सग्रह, पु० ८७ (इलो० १६५-१६६) 
ब्ाह-स्फ्ट-सिद्धान्त, पृू० १७७ (टोका), लोलावती, पृ० २३॥। 


२२२ हिन्दू गणित-शास्त्र का इतिहास 


(१) “ऊँटो के एक शुड का चतुर्थाणश जगल में दिखाई दिया, उस (झुड) 
के वर्गमूल का दुगुना पर्वत की तराई को गया है, (गेप) १५ ऊँट नदी के तट 
पर विद्यमान है। उन ऊँटो की सस्या क्या हैं ? ” 


(२) “हाथियों के एक झुड के वर्गमूल का ५# गुना पर्वत की तराई में 
रमण कर रहा हँ, शेप का #& पर्वत-शिखर पर रमण कर रहा हैं, गेप के 
वर्गमूल का ५ गुना कमलो के वन में रमण कर रहा हैँ, शेप ६ हाथी' नदी 
के तट पर रमण कर रहे है । (सब मिला कर) वे हाथी कितने हे ? ”” 


(३) “जन्‍्तुरहित प्रदेश मे स्थित ओर नाना प्रकार के पेड पौधों से सुझो- 
भित उपवन में बैठे हुए मुनियो के वर्गमूल तुल्य मुनि एक वुक्ष के नीचे योगावस्था 
मे है। शेप का ४७, पुन शेप का वर्गमूल, पुन शेप का ६, पुत शेप का वर्गमूल, 
पुन शेप का $, पुन शेप का वर्गमूल, पुन शेप का हु, पुत ोप का वर्गमू छ, पुन 
शेप का हुं, पुन शेप रा वर्गमूल, पुन शेप का है, पुत शेप का वर्गमूल-- 
ये उन (मुनियो) के अश हूँ जो (क्रमण ) काव्यशिक्षण, वर्मगास्त्र, तकंजास्त्र 
और नीतिशास्त्र के विद्वान है, जो वाद-विवाद, छन्द गास्त्र, ज्योतिष गास्वर, मत्र- 
णास्त्र, अछकार शास्त्र, और गव्द गास्त्र (व्याफरण) केज्ञाता है, जो १२ प्रफार 
की तपस्याओं के प्रभाव से युक्‍त हूँ तथा जो १२ प्रकार के अगजास्त्रो में कुशल है। 


 गणित-सार-सग्रह, पृू० ५१ (इलो० ३४)। यह प्रइन 'मल-जाति' का 
हूँ और इसमें य- (कय--ख«/ य--ग ) 55 ० की भाँति का समीकरण बनता है। 
इसे हल करने का नियम गणित-गार-सग्रह, पृ० ५० (इलो० ३३) में वणित हेँ। 

* गणित-सार-सग्रह, पू० ५९२ (इलो० ४६)। यह प्रश्न शेष-म्‌ल' जाति 
का है। इसमें निम्न समीकरण बनता हैं 

य-हैम-ए (य--#०य) 

-५०४८पि--क्लैब/टय - ४ (प---/०८य)]55६॥। 
महावीर ने रतत्य-छ,/य-ए (य-हू-/य) कल्पना करके इसे समीकरण 
र-५,/र२-६ में परिणत कर लिया है। व्यापक परिस्थिति में इसी 
प्रकार का समीकरण पुन॒ प्राप्त होता है, जिसे उसी स्वरूप में पुन परिणत 
कर लिया जाता हैं, इसी प्रकार बार बार परिणत करने पर अन्त मं 
य-क,/य> ख की भाँति का समीकरण प्राप्त होता है, जिससे य का मान 
सरलता से निकल आता हूँ। 


विविध प्रश्न २२३ 


इनके अतिरिक्त १२ मुनि और है। हे मुनिचद्र ' मुतियों की (उक्त) समिति 
की सख्या कितनी हे ?”! 

(४) “(अ्रमर-पुज का) एक अमर आकाश में देख पडा, शेप का #, 
पुन शेष का $, पुन शेष का डै, तया अ्रमर पुज के वर्गमूल तुल्य भ्रमर कमलो 
मेहँ, २ भ्रमर आम्र [के वृक्ष) पर हे। शव (अमर) कितने हे ?”' 

(५) “एक शूकर-समूह (क्रोडौघ) के आवे के वर्गमूल के चौगुने शूकरो ने 
चीतो से विक्रीडित वन से प्रवेश किया, शेप के छक के वर्गमूल के ८ गुने शूकर 
पवेत पर चढ गये , पुन शेष के आधे के वर्गमूल के १९ गुने नदी-तट (वर) पर 
पहुँचे, ५६ घूकर वन में (अन्यन ) देखे गये । उन (भूकरों) की सख्या बताओ |” 

(६) 'राजहसो के एक झुड का वर्गमूल और ६८ के सहित वही वर्गमू ल-- 
इन दोनो का जोड ३२४ है । बताओ उस झुड में कितने राजहस है ।”* 

(७) “रण मे कुद्न होकर अर्जुन ने कर्ण को मारने के लिए बाण चलाये । आधे 
वाषों से उस (कर्ण) के बाणो का निवारण करके, (चलाये हुए समस्त बाणो के) 
वर्गमूल के चौगुने से उसके घोडो को मार डाला, तीन वाणो से (क्रमण ) 


' गणित-सार-सग्रह, पृ० ४२ (इलो० ४२-४५) । यह प्रइन भी उसी जाति 
का है जिस जाति का पूर्वंगामी प़्श्न था। जो समीकरण इस प्रइन के अनुसार 
बनेगा उसे सरल करने के लिए ६ बार उत्थापत करना पडेगा। 

गणित-मार-सग्रह, पृ० ४५३ (इलो० ४डें८)। यह प्रइन द्विरग्र-शेप-मूल 
जाति का हूँ। 

 गणित-मार-सग्रह, पृ० ५४ (इलो० ५६)। यह प्रश्न अश-मृूल जाति 
का है, जिसमे वर्ग्मूल के भिन्नाशों का कथन किया जाता है। इस प्रइन से निम्न 
प्रकार का समोकरण बनता है 


य-क,«“ख,य- क. ./ख, (य-क,»“ रू,य ) 





-“क०«“ख, [ (य-क,,/ख,य) - क, /ख, (य-क, ,/ख,ब))- . ऋ#च 
वार-वार उत्थापन करके महावीर इसे निम्न स्वरूप के समीकरण सें परिणत 
करते हूं 

य-क,/खय- छू ० 
गणित-सार-सग्रह, पृ० ५६ (इलो० ६८) । यह प्रइन मूल-मिश्र जाति का 
हैं, जिसमें वर्गमूलो के योग का कथन किया जाता हैं। इससे निम्न प्रकार 
वा समीकरण बनता है , 


य+ ये नादन्‍त्म। 
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छत्र, ध्वजा और बनुप का खटन किया, और एक वाण से उसका शिर काट दिया । 
(बताओ) अर्जुन ने कितने बाण चलाये ?””! 

(८) 'अमर-ममूह के आधे के वर्गमूल तुत्य भ्रमर मालती-बुक्ष की ओर गये 
हैँ, उसी ओर समस्त भ्रमरों के ६ भी गये है। एक भ्रमरी उस भ्रमर के 
गुजन को प्रतिध्वनित कर रही है, जो रात्रि मे परिमल के लोभ से वश्ीमूत 
होकर कमल के अन्दर बन्द हो गया था (और अब अन्दर ही अन्दर गुजन 
कर रहा है )। हे सुन्दरी ! अ्रमरों की सख्या वताओ।”* 
अज्ञात राशि के वर्ग पर प्रश्न 

(९) स्तम्भके हुक से गुणित स्तम्भ का छँए जल में स्थित है, णेप के /६ से 
गुणित शेष का छक कीचड में है, और (जेप) २० हाथ स्तम्भ आकाश मे है 
हे मित्र ' स्तम्भ की लवाई बताओ।”' 

(१०) “हाथियों के झुड के दशमाञ में २ घटाकर जो मसख्या प्राप्त हो उसे 
उसी सखरूया से गुणा करो, इस प्रकार जो सख्या प्राप्त होती है उतने हाथी 
सललकी वन में क्रीडा कर रहे है, (शेप) ३६ हाथी पर्वत पर विचरण कर रहे 
है। (बताओ सब) हाथी कितने है?” 

१५ शून्य-गणित 

यह दिखाया जा चुका है कि ईसवी सन्‌ के आरम्भ के लगभग भारतवर्ष में 

शून्य का आविष्कार किया गया था जिसमे कि अको को दस के आधार पर लिखने 


' छीलातती, पु० १६। 
“लीलावती, पृ० १६। 
* गणित-सार-सग्रह, पृ० ५५ (इलो० ६०)। इस प्रइन से निम्न समो- 


करण मिलता हैं 


रे रे 5. + 
(प- वन न ) 2 (- 2 अ ) +-२०, 
१२४३०/ २०% १६ १३% ३० 


ही >_ यो 
जो दृष्ट-कर्म से भी हल हो सकता हैँ। महावीर ने य- ्म््जडाज र॒ रक्षा 





३० 
है, और तव समीकरण र- प्रा र-- २० को हल किया है। इसके अनन्तर 
0 


य के मान निकालने के लिए इस समीकरण के मूलो का प्रयोग किया जाता है। 
४ गणित-सास-सग्रह, पू० ५५ (इलो० ६३)। 


शून्यनाणित श्र्५ 


में सुविधा हो। हिन्दू मस्तिष्क को तब तक चैन नहीं मिला जव तक शूल्य 
सम्बन्धी सम्पूर्ण गणित का विकास नहीं हो गया। शून्य की गणना हिन्दू लोग 
अको में करते थे और वलक्षाली हस्तलिपि के मूल की रचना के समय (ल० 
३०० ईसवी मे) वे लोग अपनी अकगणित में उसका प्रयोग करते थे। 
शून्य को जोडने और घटाने के परिकर्मों का उल्लेख प्रसगवश वराहमिहिर 
(छ० ५५० ई०) की पच-सिद्धान्तिका मे हुआ है। दशमलव गणित का सर्वस्व 
भास्कर प्रथम (६२९ ई०) के आरयभटीय-भाष्य में उपलब्ध है। अन्य परिकर्म 
के निष्कपं ब्रह्मगुप्त (६०८ ई०) तथा अन्य ण्रवर्ती लेखको की कृतियो में 
सगृहीत है । हिन्दुओं की अकगणित मे मिलने वाला शून्य गणित का विवेचन उनके 
वीजगणित के विठेचन से भिन्न है। इस भेद को पूर्णतया स्पष्ट करने के' लिए 
नीचे हम पाटीगणित (अकगणित) और बीजगणित में मिलने वाले शून्य सम्बन्धी 
निष्कर्षोा को अलग-अलग उपस्थित करेगे। 


अकगणित में शून्य 

अकगणित मे हिन्दुओ ने शून्य की परिभाषा इस प्रकार दी है 

अ-अचर ० 

णह परिभाषा ब्रह्मगुप्त के ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त मे मिलती है ।' बाद के सब ग्रथो में 
भी इसी को दोहराया गया है । घटाने में इस परिभाषा का सीधा प्रयोग होता 
हैं। अकगणित के परिकर्मो को करने मे यह जानना आवश्यक होता हैँ कि किसी 
सख्या में शून्य को जोडने या घटाने से, अथवा शून्य में किसी सरख्या को जोडने या 
घटाने से, अथवा शून्य को किसी सरूण से गुणा या भाग करने से, अथव्ग शून्य से किसी 
संख्या को गृणा या भाग करने से क्‍या परिणाम मिलता हूँ । हिन्द छोग अक- 
गणित मे शून्य द्वारा किये गये भाग को वैध नही मानते, परन्तु शून्य को किसी अन्य 
संख्या द्वारा किये गये भाग को वैध मानते है। नारायण ने अपनी पाटीगणित 
(अव्गणित) में इस भेद को स्पष्टतया वतलाया है। वे कहते हैं 

“यहाँ, पाटीगणित मे, ख हर का प्रयोग करने से छोक-व्यवहार मे इसका प्रमाण 


' ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त, पृ० ३०६। शून्य-परिकर्न सम्बन्धी विस्तृत विवरण 
के लिए देखिए, विभूतिभूषण दत्त, वुलेटिन कलकत्ता मैथेमेटिकल मोसायटी, 
जिल्द १८, पृ० १६५-१७६। 


१५ 
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नही माना जाता, अतएव यहाँ ख-हर का प्रयोग नही किया गया है। वीजगणित 
में इसका व्यवहार होने के कारण, हमने अपनी वीजगणित में ख-हर का कथन किया 
है 

नीचे हम पाटीगणित के हिन्द ग्रथो से बतलाये गये शूल्य-परिकर्म सम्बन्धी 
निष्कर्पो को दे रहे हे 

श्रीवर कहते हूँ 

“यदि शून्य में किसी सख्या को जोड दे तो योगफल जोडी हुई सस्या के 
तुल्य मिलता है । यदि किसी सख्या में भून्‍्य को जोड़ दे या घटा दे तो उस सम्या 
में कोई परिवर्तन नही होता। यदि शून्य को गुणा इत्यादि' करे तो फल चून्य ही 
मिलता हँ। यदि किसी सख्या को शून्य से गुणा करे तो भी गुणनफल जून्य 
ही मिलता हैं।”' 

आयंभट द्वितीय अपने महा-सिद्धान्त में पाटीगणित नामक अध्याय में 
लिखते हूँ 

“यदि किसी सख्या में शृल्य को जोड दे तो उस सख्या से कोई विकार नहीं 
होता, घून्‍्य को घटाने पर भी यही बात होती है। शून्य को गुणा, भाग, वर्ग, 
इत्यादि करने पर फल शून्य मिलता है। 

नारायण अपनी पाटीगणित में कहते है 

“ग्रदि किसी सख्या में जून्य को जोड याघटा दे तो उस राशि में कोई परिवर्तन 
नहीं होता। यदि किसी राणि को शून्य से गुणा करे तो गुणनफल शून्य मिलता 
हैं, यदि शून्य को किसी सख्या से गुणा करे तो भी गुणनफल शून्य मिलता हें। 
यदि घून्‍्य मे कोई सस्या जोड दे तो योगफल जोडी हुई सख्या के तुल्य आता हे । 


* गणित-कोमुदी, प्रकरण १, इलो० ३० की टीका । 

* इत्यादि से तात्पर्य हैं (१) शून्य को किसी संख्या से भाग देने से, 
(२) शून्य का वर्ग करने या वर्गमूल निकालने से, और (३) शून्य का घन करने 
या घनमूल निकालने से, जो कि हिन्दू गणित के ग्रथों में परिकर्म के कथन का 
ऋम हे। 

१ त्रिग॒तिका, पु० ४। ध्यान देने की बात हैं कि अ#/० और ०%अ में 
भेद किया गया है, यद्यपि दोनों परिस्थितियों में गुणनफल शून्य है। 

* महासिद्धान्त, पृु० १४६॥ 

५ गणित-कौमुदी, प्रकरण १, इलो० ३०॥ 
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महावीर अंपने गणित-सार-सग्रह मे लिखते है 

"बदि किसी सख्या को शल्य से गुणा करे तो गुणनफल शून्य मिलता हैँ ॥ ग्रदिः 
किसी सख्या को चून्य से भाग दे या उसमे शून्य को जोड या घटा दे तो उस सख्या- 
मे कोई परिवर्तन नहीं होता। यदि शून्य को किसी संख्या से गूणा करे तो 
गूणनफल शून्य मिलता है, और यदि बूल्य में कोई सख्या जोड दे तो योग जोडी- 
हुई सख्या के नुल्य आता हैं। 

महावीर का कथन कि शून्य से भाग देने पर भाग दी हुई संख्या में परिवर्तत 
नही होता हैं स्पष्टतया अशुद्ध है। इसका जुद्ध उत्तर महावीर से तीन जताब्दी 
पहले के गणितन्न ब्रह्मग॒प्त को विदित था। अतएव आइचय की बात है कि 
महावीर ने इस प्रकार का अजुद्ध कथन किया है। सभव हूँ कि जहाँ तक अक- 
गणित का सवध है वे भून्य द्वारा किये गये भाग को भाग ही न समझते हो । 
बीजगणित में शून्य 

वीजगणित मे घून्य की चर्चा सबसे पहले ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त' (६२८ ई० ) 
मे मिलती हैं 

“ऋणात्मक सख्या से शून्य घटाने पर शेष ऋणात्मक मिलता है, धनात्मक 
सस्या में शून्य घटाने पर शेष घनात्मक मिलता है, शूज्य मे घून्‍्य घटाने पर शून्य 
मिलता हूँ ।” 

“शून्य और ऋणात्मक सख्या, शून्य और धघनात्मक सख्या, तथा शून्य और चून्य, 
प्रत्येक का गुणनफल थून्य हूँ ।” 

“शून्य को शून्य से भाग देने का फल शून्य हैं । ऋणात्मक अथवा घ॒नात्मक 
संख्या को शून्य से भाग देने का फल 'तच्छेद' (ऐसी भिन्न जिसका वही हर हो), 
शून्य वो ऋणात्मक अथवा धनात्मक सख्या से भाग देने का (फल शून्य है 
अथवा वह भिन्न हैं जिसका अश् शून्य है और हर ऋणात्मक अथवा धनात्मक 
ससख्ण ) । 


_गणित-सार-सश्ह, पृ०. ६ (इलो० ४६)। 

_ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त, पृ० ३०६-२१०, नियम ३१-३५॥ इन नियमों में 
धनात्मए और ऋणात्मक संख्याओ के परिकर्मों के नियम भी सम्मिलित है। 
यहाँ पर केवल शून्य सम्बन्धी नियमों का कथन किया गया हूँ। 
पद परिकर्म का फल जो ब्लैकेट में दिया हुआ हैँ सुधाकर द्विवेदी को व्याट्या 
पे; अनुसार है। 


श्र्८ हिन्दू गणित-प॥ास्त्र का इतिहास 


भास्कर द्वितीय ने लीलावती तथा अपनी वीजगणित मे श्‌ न्‍्य-परिकर्म सबन्धी 
निष्कर्पो का कथन किया है। छीलावती परे वे लिखते हैं , 

“शून्य में किसी सख्या को जोडने पर योगफल जोडी हुई सख्या के तुल्य 
आता है। गून्य का वर्ग इत्यादि (अर्थात वर्ग, वर्गमूल, घन और घनमूल) करने 
पर भी फल गून्य मिलता है । किसी सस्या को शून्य से भाग देने पर हर में घन्य 
हो जाता हैं । किसी सख्या को शून्य से गुणा करने पर गुणनफल बून्य होता है, 
परन्तु बाद मे यदि और परिकर्म करने हैं तो (गुणनफल को शून्य न छेकर) शून्य को 
गुणक की तरह रखना चाहिए। य्रदि किसी सख्या का गुणक शून्य हो और हर 
भी घून्य हो तो समझना चाहिए कि उस सख्या में कोई परिवर्तन नहीं हुआ। 
इसी प्रकार शून्य को जोडने याघटाने पर भी सख्या में कोई परिवर्तन नही होता । 

बीजगणित से भी यही निष्कर्प दिये गये डै। साथ-साथ यह भी वतलाया गया 
हैं कि जब कोई राथि बृन्य में घटायी जाती है तब उसका चिह्न बदल जाता है 
परन्तु जोडने में चिह्न वही रहता है। 
परमाल्प राशि के रूप में शून्य 

आ्यान देने योग्य हैं कि परिकर्म य-- ० और परिकर्म ०-य के फलों को ब्रह्मगुप्त 


कऋरमानंसार -- और - की भाँति लिखने को कहते है। निश्चित रूप से कहना 


कठिन है. कि इन स्वरूपो से उनका क्या तात्पये था। सभव हैं कि चलराशि या 
का मान न ज्ञात होने से उन्होने इन स्वरूपो का निश्चित मान निर्धारित नहीं किया। 
किर भी, प्रतीत होता है कि उन्होने शन्‍्य को ऐसी परमात्प सख्या के रूप में माना 
जो कि अन्ततोगत्वा शून्य में विलीन हो जाती है । यदि यह जनुमान सत्य हो, 
तो ब्रह्मग॒प्त ने उउत कथन करके उचित ही किया। 

प्रमाल्प सख्या के रूप में शन्य की कत्पना भास्कर द्वितीय के ग्रथा में अधिक स्पण्ट 


है। वे कहते है “किसी सख्या को शन्‍्य से गुणा करने पर गृणनफल शून्य हाता 
है, परन्तु वाद में यदि और परिकर्म करने हूँ तो (गुणतफल का गूल्य न लेकर ) 
झनन्‍य को गणक की तरह रखना चाहिए।” उन्होंने आगे कहा कि यह परिकर्म 
ज्योतिष की गणना में अत्यन्त महत्व का कलन के अध्याय में दिखाया 


जायगा कि भास्कर टितीय ने ऐसी राशियो को वस्तुत प्रयुक्‍त किया है जो 


$ लीलावती, पु० ८। 


श्न्य-्गणित श्र 


अन्ततोगत्वा शून्य हो जाती हँ, कुछ फलनो के अवकल गुगको का मा 
निकालने मे भी वे सफल हुए है। उन्होने फलन फ(य) के अवकल गुणक 
फ' (य)9(य) का भी प्रयोग किया है, जो कि 'य' मे 8(य) के तुल्य क्षयवृद्धि 
होने मे होता है । 

टीकाकार कृष्ण ने 

०» अच-"'०्चच्ञ & ० 

को इस प्रकार से सिद्ध किया है 

“जैसे-ज से गुण्य कम किया जायगा, वैसे-बैसे गुणनफल भी कम होता जायगा। 

। यदि गुण्य को परमाल्प कर दिया जाय, तो गुणनफल भी परमाल्प हो जायगा ॥ 
परन्तु परमाल्प होने का अर्थ बन्‍्य होना है, अतएवं यदि गुण्य शून्य हो, तो गुणनफल 
भी शून्य होगा। । इसी प्रकार, जैसे-जैसे गुणक कम किया जायगा, वैसे-वैसे 
गणनफल भी कम होता जायगा, और गुणक के शून्य हो जाने पर, गुणनफल भी 
शून्य हो जायगा।” 

उपर्यक्त अवतरण मे चून्‍्य को अवरोही राशि की सीमा के रूप मे कल्पित किया 
गया है। 
जननन्‍त 

किसी सल्या को शून्य से भाग देने पर जो लब्धि मिलती है, उसे भास्कर 
हितीय ने ख-हर' कहा है, जो कि ब्रह्मगुप्त के 'खच्छेद' (“वह राशि जिसका हर शून्य 
हे) का पर्यायवाचक है। ख-हर के मान के विपय मे भास्कर द्वितीय कहते है 

“जिस प्रकार अनन्त और अच्यृत ईश्वर मे, प्रछय के' समय बहुत से भूतगणो 
वा प्रवेण होने से अथवा सृष्टि से समय उनके निकल जाने से, कोई विकार नही 
होता, उसी प्रकार इस झन्य हर वाली (ख-हर) राशि में बहुत (वी सख्या को) 
भी जोंडने जथवा घटाने पर कोई परिवर्तन नहीं होता ।”' 


* भास्करोय वीजगणित, पृ० ५-६। जी० थीवो (एस्ट्रानॉमी, ऐस्ट्रालॉजी उप्ड 
मा्येमाटिक, स्ट्रासबगं १८६६, पृ० ७३) के मत से यह अवतरण 
क्षेपक हैं । परन्तु इसे क्षेपक सानने का कोई कारण नहीं है क्योकि यह अवतरण 
उस ग्रथ की अब तक प्राप्त होने दाली सब हस्तलिपियों में तथा उस ग्रथ की 
प्राद्ीततम ज्ञात टीका में विद्यमान हैं। देखिए दत्त, पूर्वोक्‍्त, पृ० १७४॥ 


२३० हिन्दू गणित-शझास्त्र का इतिहास 
उपर्युक्त कथन से स्पष्ट है कि भास्कर द्वितीय को ज्ञात था कि 


ञअञ 
5 उच9०% और ८०० नै+ के "5०० । 


कह, ब अर ः के 
गणेशर्दवज के अनुसार ख-हर राशि - अनिर्णत और निमीम अर्थात्‌ अनन्त 


है, क्योकि यह नहीं कहा जा सकता कि यह कितनी वडी है। यदि इस राति में 
कोई परिमित सख्या जोड या घटा दी जाय तो इसमे कोई परिवर्तन नही होता । कारण 
यह हैँ कि (जोडने या घटाने में) उनका समच्छेद करने के लिए एक दूसरे के 
हर से गुणा करने पर नियत राशि गून्य हो जाती है और उस शून्य को खहर में 
जोडने या घटाने पर उसमे कोई परिवर्तन नही होता ।” 


कृष्णदैवज्ञ लिखते है 

“जैसे-जैसे भाजक घटता जाता है, वैसे-वैसे छव्धि बढती जाती है। यदि 
भाजक परमाल्प हो जाय, तो लब्वि परमाधिक हो जायगी। परन्तु यदि यह कहा 
जा सके कि रूव्वि इतनी हैं तो वह परमाधिक नहीं है, क्योंकि उससे भी बड़ी 
सख्या होना सम्भव हैं। लव्धि का इयत्ताभाव (इतनी होने! का अभाव) ही 
उसका परमत्व हैं। अतएव सिद्ध हुआ कि शन्य हर वाली राशि अनन्त हैं।” 


या कब्ल्न्ट की उपपत्ति के सम्बन्ध में क्ृष्णदैवज्ञ का वही कथन है जो गणेश- 


दैवज्ञ ने किया है। परन्तु वे उनसे एक पग आगे बढ गये है, क्योकि वे लिसते है कि 
अब 


न. किन जन्‍म» 


0 0 
इस कथन की पुष्टि मे उन्होने सूर्योदय और सूर्यास्तकाल की अनन्त छाया का दुष्टात 
दिया है, जो कि सदैव अनन्त रहती है चाहे शकु की ऊँचाई और त्रिज्या की लम्बाई 
का मान कितना ही बडा क्यो न लिया जाय। “. उदाहरणार्थ, यदि त्रिज्या 
--१२० ली जाय और हकु की ऊँचाई --१, २, ३ या ४ ली जाय, तो त्रेराशिक करने 
पर कि यदि महाशकु में महाच्छाया मिलती है, तो गकु में क्या मिलेगा ”” छाया का 
१२०, २४०, २३६० अथवा ४८० 


0 0 0 0 





मिलता है। अथवा यदि शकु का 





मान क्रमश 
प्रचलित मान, अर्थात १२ अगुल, लिया जाय और त्रिज्या को ३४३८, १२०, १०० अथवा 


शून्य-गण्टति २३१ 


४१२५६, १४४०, १२००, 











९० के तुल्य माना जाय तो छाया के मान क्रमश 


७8 3 


90०८० 





अथवा प्राप्त होगे, जो सभी अनन्त है ।”' 


0 
अनिर्णीत स्वरूप 
न्रह्मगुप्त का यह कथन अशुद्ध हे कि 


लक 


9 | ७ 


भास्कर हितीय ने ब्रह्मगुप्त की इस अशुद्धि को शुद्ध करने का प्रयत्न किया हैं। उनके 
अनुसार 


सीमा हडत 
तृ->० त्‌ 





चन्ञव। 


तथापि इसे व्यक्त करने में उन्होने जिस भाषा का प्रयोग किया है वह दोपपूर्ण है, 
क्योंकि उपयुक्त पारिभाषिक शब्द के अभाव के कारण उन्होने परमाल्प राशि 
को शून्य कहा है। फिर भी ज्योत्तिष में इस निष्कर्ष का उन्होने जो प्रयोग किया 
है उससे विल्कुल स्पष्ट है कि शून्य से उनका तात्पये उस छोटी राभि से है जिसका 
सीमान्तिक मान जन्‍्य है । टेलर और वाएूदेव शास्त्री' का भी यही मत है। 


भास्कर ह्वितीय ने इस सम्बन्ध मे तोन उदाहरण उपस्थित किये है 
मान निकालो - 


य>० 
ई (य » ०न॑- ् ) 
(१) चफिद्ञाय++ 59३! 


इस समीक रण का हू य>- १४ दिया गया है, जो कि उस परिवत्थिति में शुद्ध होगा, 
जबकि हम ० को ऐसी छोटी सख्या कल्पना करें जिसकी सीमा ० हो। 





* उपर्युक्त सव उद्धरण उन टीकाओ से लिये गये हे। कोलब्रुक (पूर्वोक्त 
ग्रथ) ने भी उन्हे उद्धुत किया है। 

“देलर फो लीलावती, वम्बई १८१६, पृ० २६। 

* उन्तका दीजगणित, भाग १, बनारस, १८७५, पृ० १७६ आदि। 


२३२ हिन्दू गणित-श्षास्त्र का इतिहास 


(२) | (;/स--5 ) + (; +ब-० ) | %० --९०, 


जिसका हल य--€ दिया गया हैं । 


(३) | । (य हि ३) ४ ) पल । [व +:) % |] 2 


जिसका हल य-२ दिया गया हैं।' 


भास्कर द्वितीय का कथन कि 

अ 

११० न्ल्ञ, 
बिल्कुल शुद्ध नही है, क्योकि यह स्वरूप वस्तुत अनिर्णीत हैं और इसका मान सदैव 
अ नही होगा। परन्तु तो भी इतने प्राचीन काल मे ० को एक अर्थ देने का उनका 
प्रयत्न तथा इस प्रश्न का उनका आशिक हल अत्यन्त सराहनीय है, जबकि हम देखते 
हैं कि यूरोप के गणितज्ञो ने उन्नीसवी शताब्दी के मव्यकाल तक इस प्रकार की 
अशद्धियाँ की है।* 


'इस उदाहरण और पिछले उदाहरण के हल अशुद्ध है, क्योकि ० को 
० के बराबर मान लिया गया हैँ। 

२ मार्टिन ओह (१८२८६०) का कथन हैँ “यदि “अ' शून्य न हो, परन्तु 

दर 2 # ५० के 

'ब' शन्‍्य हो, तो > का कोई अर्थ नहीं है”, क्योकि लब्धि को शून्य से गुणा 
करने पर गणनफल दान्य ही होगा न कि अ', जब तक कि आअ' स्वय शून्य 
न हो।” लेरुख डेर्‌ नीडेने अनालिसिस (जर्मन में), जिल्द १, बलिन, १८२८, 
पृ्‌० ११०, ११२॥ 
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१ अथवें ज्योतिष भगवददत्त द्वारा सपादित, लाहौर, १९२४। 

२ आपस्तब-शुल्ब-सूत्र आपस्तव (ल० ४०० ई० पृ०) क्त। कपदिस्वामि, 
करविन्द, तथा सुन्दरराज कृत टीकाओ सहित, डी० श्रीनिवासाचार्य 
और वी० एस० नरसिहाचार्य द्वारा सपादित, यूनिवर्सिटी आँव मैसूर 
सस्कृत ग्रथावलि में प्रकाशित, १९३१, ए० ब्युक कृत जर्मन अनुवाद, 
व्याख्यात्मसक तथा आलोचनात्मक टिप्पणियो के सहित, जाइट्श्रिफ्ट 
डेर डायशेन माॉरगेनूलेडिशेन्‌ गेसेल्शाफ्ट, जिल्द ५५, १९०२, पु० 
५४३-५९१, जिल्‍्द ५६, १९०३, पृ० ३२७-३९१ में प्रकाशित। 

३ आदं ज्योत्तिष सुधाकर द्विवेदी द्वारा स्वविरचित टीका के साथ प्रकाशित, 
बनारस, १९०६। 

४ आयेभटीय आरयेभट प्रथम (४९९ ई०) कृत। परमेश्वर (१४३० ई०) 
कृत भटदीपिका टीका सहित, एच० कने द्वारा सपादित, लेदन, १८७४, 
हिन्दी अनुवाद सहित, उदय नारायण सिंह द्वारा सपादित, मुजफ्फर- 
पुर, १९०६, नीलकठ (१५०० ई०) कृत महाभाष्य नामक टीका 
सहित, के० साम्बशिव ज्ञास्त्री द्वारा सपादित (भाग १, गणित- 
पाद, त्रिवेचद्रम, १९३०, भाग २, कालक्रियापाद, त्रिवेन्रम, १९३१, 
भाग ३, मृद्रणाल्यस्थ )। अगरेजी अनुवाद पी० सी० सेनगप्त कृत 
(“दि आयंभटीयम्‌”, जर्नेल आँव दि डिपार्टमेण्ट आव छेटर्स इन दि 
यूनिवर्सिटी आऑँव कलकत्ता, जित्द १६, १९२७), डब्ल्यू० ई० 
वलाके कृत (“दि आर्यभटीय ऑँव आयंभट”, शिकागों, १९३०)। 
गणित-पाद नामक हितीय अध्याय का फ्रेंच अनुवाद एल० रोड कृत 
(जनेल एथियाटिक, जिलल्‍द १३ (७), १८७८, पुनर्मद्रित, पेरिस, 
१८७९), और अगरेजी अनुवाद जी० जार० के कत (“नोट्स 
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आते इंडियन मैथ्रेमेटिक्स, न० २--आर्यभट”, जर्नल आँव 
दि एथियाटिक सोसायटी आव बगालछ, जिलल्‍्द ४, १९०८)। 
हस्तलिखित टीकाएँ (१) भास्कर प्रथम (६२९ ई० ) 
कृत, (२) सूर्यदेव यज्वा (१२ वी जताव्दी ) कृत 
भटठप्रकाशिका । 

५ फरण-कुतृहल भास्कर हितीय (११५० ई०) क्ृत। सुमति हर्प 
क्ृत टीका सहित, माधव शास्त्री द्वारा सपादित, बम्बई, १९०१। 

६ करण-पद्धति पुनुमन सोमयाजि (१४३१ ई०) कृत। (हस्तलिपि) 

७ कात्यायन-शुल्ब-स्ृत्र कात्यायन ( लू ४०० ई० पू०) क्ृत। व्याख्यात्मक 
टिप्पणियो सहित, विद्याधर अर्मा द्वारा सपादित, बनारस, १९२८। 

८ खण्ड-खाद्यक ब्रह्मगुप्त (६२८ ई०) कृत। आमराज (ल० १२५० 
ई०) कृत टीका सहित, बबुआ मिश्र द्वारा सपादित, कलकत्ता, 
१९२५। अगरेजी अनुवाद, व्याख्यात्मकक तथा आलोचनात्मक 
टिप्पणियो सहित, पी० सी० सेनगुप्त द्वारा सपादित, कलकत्ता, १९३४। 
हस्तलिखित टीकाएँ. (१) प्थूृदकस्वामी (८६४ ई०) कृत, 
(२) वरुण कृत, (३) भदूटोत्पल कृत। 

& गणित-कोमुदी नारायण (१३५६ ई०) कृत। (हस्तलिपि) 

१० गणित-तिलक श्रीपति (१०३९ ई०) कृत। सिंहतिलक सूरि (ल १२७५ 
ई०) कृत टीका सहित, एच० आर० कापदीआ द्वारा सपादित 
(गायकवाड ओरियटल सीरीज न० ७८, बडोदा, १९३७)। 

११ गणित-मजरी ढुढिराज (१५५८ ई०) सुत गणेश कृत। (हस्तलिपि) 

१२ गणित-सार-सग्रह महावीर (८५० ई०) कृत। अँगरेजी अनुवाद 
और टिप्पणियो सहित, एम० रगाचार्य द्वारा सपादित, मद्रास, 
१९१२। 

१३ ग्रहलाघव गणेशदैवज्ञ (ल १५४५ ई०) कृत। मल्लारि, विश्वनाथ, 
तथा स्वविरचित टीकाओं सहित, सुधाकर हिवेदी द्वारा सपादित, 
द्वितीयावृत्ति, बम्बई, १९२५। 

१४ तत्र-सग्रह नीलकठ (१५०० ई०) कृत। सस्कृत टीका, हस्तलिखित। 

१५ त्रिशतिका श्रीवर (७५० ई०) कृत। सुधाकर हिवेदी द्वारा सपादित, 
वनारस, १८९९। एन० रामानुजाचार्य और जी० आर० के ने 
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मूल के प्रमुख सूत्रों का अगरेजी अनुवाद, टिप्पणियों तथा आलोचनाओ 
के साथ प्रकाशित किया है (त्रिशतिका आँव श्रीधराचार्य', विव्लि- 
योथेका मैथेमेटिका, जिलल्‍्द १३ (३), १९१२-१३, पृ० २०३ 
इत्यादि) द्विवेदी के सस्करण का पाठ स्पष्टत अपूर्ण हे। हमारे 
सग्रह की हस्तलिपियों मे, पद्मपि वे अपूर्ण है, सूतो और उदाहरणो 
की सख्या कुछ अधिक है। 

१६ ध्यानग्रहोपदेश ब्रह्मगगुप्त (६२९८ ई०) कृत। सुधाकर हिवेदी द्वारा 

सपादित तथा उनके ब्राह्म-स्फुट-सिद्धान्त मे परिशिष्ट के रूप में प्रकाशित । 

१७ पच-सिद्धान्तिका वराहमिहिर (ल ५५० ई०) कत। सस्क्ृत टीका, 
अगरेजी अनुवाद और आ/(लोचनात्मक टिप्पणियो सहित, जी० 
थीवो और सुधाकर द्विवेदी हारा सपादित, बनारस, १८८९। 

१८ पाटोसार प्रनीश्वर (जन्म १६०३ ई०) कृत॥ (हस्तलिपि) 

२६ वक्षालो हस्तलिपि, जी० आर० के द्वारा सपादित, (बक्षाली मैन्युस्क्रिप्ट-ए 
स्टडी इन मेडीवल मैथेमेटिक्स, भाग १ और २, कलकत्ता, १९२७ , 
भाग ३, दिल्‍ली, १९३३) । 

२० बीजगणित ज्ञानाज (१५०३ ई०) क्ृत। हस्तलिपि। 

२१ बीजगणित नारायण (१३५० ई०) कृत। हस्तलिपि। 

२२ बोजगणित भास्कर द्वितीय (११५० ई०) कृत। सुधाकर द्विवेदी 
द्वारा सपादित और मुरछठीधर झा द्वारा सशोधित, वनारस, १९२७ , 
कृष्णद॑वज्ञ (ल १६०० ई० ) कृत नवाकुर टीका सहित, वी० जी० 
आपटे हारा संपादित (आनदाश्रम सस्कृत ग्रथावलि, पूना 
१९३०) । एच० टी० झकोलब्रुक कृत अँगरेजी अनुवाद (अलजबरा 
विद अरिथमेटिक एण्ड मेन्श्यूरेशन फ्राम दि सस्क्ृत आँव ब्रह्मगुप्त एण्ड 
भास्कर', रूदन, १८१७) । अन्य टीकाओं की हस्तलिपियाँ (१) 

रामकृष्ण (ल १६४८ ई०) कृत बीजप्रवोध , (२) सू्यदास 
(जन्म १५०८ ई०) कृत। 

इस पुस्तक में भास्कर द्वितीय की वीजगणित के उल्ठेख मुरलीवर 
झा के सद्योधित सस्करण से दिये गये है! 

२३ बृहज्जातक वराहमिहिर (ल ५५० ई०) कृत। भद्टोत्पल (१९६६ 
ई०) वी टीका सहित, रसिक मोहन चट्टोपाध्याय द्वारा सपादित, 
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कलकत्ता, १३०० विक्रमी , सोतागम झा द्वारा सपादित, बनारस, 
१९२२। 

२४ बृहत्सहिता वराहमिहिर (छ ५५० ई०) क्रत। एच० कर्न द्वारा 
सपादित कलकत्ता, १८६५, भट्टोत्यल कृत टीका सहित, सुधाकर 
हद्िवेदी द्वारा सपादित (विजयानगरम सम्कृत ग्रथावलि, जिलल्‍द १ 
और २, वनारस, १८९५, ?८१७)। अगरेजी अनवाद, एच० करते 
कृत ( उनके ग्रथो का समग्रह देखो) | ह॒ 

२५ ब्राह्म-स्फूट-सिद्धान्त ब्रह्मगप्त (६२८ ई०) क्रत। सुधाकर द्विवेदी द्वारा 
अपनी' सस्क्रत टीका के साथ सपादित, बनारस, ??०२। अध्याय 
१२ और १३ का, जो केवछ अकगणित और बीजगणित से सबन्ध 
रखते है, एच० टी० कोलब्रुक ने अगरेजी में अनुवाद किया है 
(अलजेबरा बिद अरिथमेटिक एण्ड मेन्ध्यूरेशन उत्यादि)। पृथू्‌दक 
स्वामि (८६० ई०) कृत टीका, हस्तलिखित (अपूर्ण)। 

२६ बोधायन-शुल्त्र-सूच्न वौद्यायन (ल ८०० ई० पू०) कृत। अगरेजी 
अनुवाद, आलोचनात्मक टिप्पणियो तथा द्वारकानाथ परज्वा क्ुंत 
टीका के उद्धरणों के सहित, जी० थीबों द्वारा सपादित (पडित, 
प्राचीन श्रेणी, जिल्द ९ और १०, १८७४-५, नवीन श्रेणी, जिल्द 
१, १८७७) । इस ग्रथ का मल डव्ल्यू० कैलेण्ट के बीवायन- 
शुल्ब-सूत्र (त्तीन जिलल्‍दों में, कलकत्ता, १९०४, ?१०७, १९१३) 
मे (३० वे अध्याय के रूप में) उपलब्ध है। 

२७ महाभास्करीय भास्कर प्रथम (६२९ ई०) कृत। हस्तलिखित टीकाये 
(१) प्रयोग-रचना, (२) परमेश्वर (१४३०ई०) क्ृत। 

श८ महासिद्धान्त आरयेभट द्वितीय (० ९५० $०) कृत) सुवाकर ्रिवेदी 
द्वारा स्वविरचित टीका के साथ संपादित, बनारस, १९१०। 

२६ मानव-शुल्व-सूत्र मनप्रणीत, हस्तलिखित। अँगरेजी अनुवाद एन० 
के० मजूमदार कृत (जर्नल आव दि डिपार्टमेन्ट आँव लेटर्म इन 
दि यनिवर्सिती ऑव कलकत्ता, जित्द ८ ?१२२ में प्रकाशित)! 

३० लघुभास्करीय भास्कर प्रथम (६२९ ई०) कत। जअकरनारायण 
(८६९ ई०) कृत दीका, हस्तलिसित। 
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३१ लघुमानस मड्जुल (९३२ ई०) कृत। परमेश्वर (१४३० ई०) 
की टीका, हस्तलिखित। 


२ लोलावती भास्कर द्वितीय (११५० ई०) कृत । टिप्पणियो सहित, सुधाकर 
ह्विवेदी द्वारा सपादित, बनारस, १९१०। अँगरेजी अनुवाद एच० टी० 
कोलब्रक कंत (अलजेबरा विद अरिथिमेटिक ऐण्ड मेन्श्यूरेशन 
इत्यादि), जे० टेलर कृत (लीलावती, वम्बई, १८१६) । कोलब्रुक के 
अनुवाद को हाराणचन्द्र बनर्जी ने आलोचनात्मक टिप्पणियो के साथ 
पुन॒सपादित किया है (लीलावती, द्वितीय सस्करण, कलकत्ता, 
१९२७) | हस्तलिखित टीकाएँ गणेशद॑वज्ञ (१५४५ ई० ) कृत बुद्धि- 
विलासिनी, (२) गगाधर (१४३२ ई०) कृत गणितामृतसागरी , 
(३) रामकृष्ण (१३३९ ई०) कृत गणितामृतलहरी, (४) राम- 
कृष्णदेव कृत मनोरजन, (५) सूर्यदास (१५४१ ६० ) कृत गणिता- 
मृतकूपिका, (६) लध्मीदास (१५०० ई०) क्ृत चिन्तामणि, 
(७) मुनीण्वर (१६०८ ई०) कृत निसुष्ट्द्ती। 
इस पुस्तक में लीलावती के उल्लेख ह्िवेदी के सस्करण से दिये 
गये है। 

३३ शिष्य-घो-वद्धिद ललल कृत। सुधाकर हिवेदी द्वारा सपादित, बनारस, 
१८८६। मल्लिकार्जज सूरि (११७९ ई०) छत टीका, 
हस्तलिखित । 

३४ सद्रत्नमाला शकरवमंन्‌ कृत। (हस्तलिपि) 


३५ सिद्धान्त-तत्व-विवेक कमराकर (१६५८) कृत। ग्रथकार कृत 
जेपवासना सहित, सुधाकर हिवेदी द्वारा सपादित, वनारस, १८८५॥। 


३६ सिद्धान्त-शिरोमणि भास्कर द्वितीय (११५० ई०) कृत। ग्रथकार कृत 
टीका (वासना-भाष्य) सहित, वापुदेव शास्त्री द्वारा सपादित, 
वनारस, १८६६, नृसिह (१६२१ ई०) कंत वासनावातिक और 
मुनीष्वर (१६३५ ई०) कृत मरीचि टीकाओ सहित, मरठीधर 
झा द्वारा सपादित (जिल्द १, गणिताध्याय, अध्याय १, वनारमस, 
१९१७), स्वविरचित सस्कृत और हिन्दी टीकाओं सहित, गिरिजा- 
प्रसाद हिवेदी द्वारा सपादित जिल्द १ और २ (लखनऊ, १०११, 


२३८ ग्रयानक्रमणिका 


१९२६) । गोलाव्याय के मल ब्लोको का अँगरेजी अनुवाद, 
एल० विल्किसन कृत, कलकत्ता, १८६१। 

३७ सिद्धान्तशोखर श्रीपति (१०३९ ई०) कृत। मक्किभट्ट की टीका 
(अध्याय १ से ४) तथा बबुआ मिश्र की टीका (अव्याय ४ से 
१०) सहित, बबुआ मिश्र द्वारा सपादित (भाग १, कलकत्ता, 
१९३२) । 

३८ सूर्ये-सिद्धान्त रगनाथ की सस्क्ते टीका सहित, एफ० ई० हाल 
ओर वापूदेव शजास्त्री द्वार सपादित, कलकत्ता, १८११, 
सुधाकर द्विवेदी द्वारा स्वविरचित सस्क्रत टीका के साथ संपादित, 
कलकत्ता, १९०९-१०। अगरेजी अनुवाद तथा आलोचनात्मक 
टिप्पणियो सहित, ई० वर्जस और डव्ल्य डी० ह्िटनी द्वारा सपादित , 
वगला अनुवाद तथा आलोचनात्मक टिप्पणियो सहित, विज्ञानानन्द 
स्वामी हारा सपादित। 


